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Hoofdstuk 5

Integraalrekening

Reeds in de oudheid was men geinteresseerd in oppervlakten en inhouden van velerlei
meetkundige figuren: rechthoeken, driehoeken, parallellogrammen, cirkels, bollen, kegels
enz. Met name Archimedes (287-212 v. Chr.) bereikte veel resultaten. Zo bepaalde hij in
zijn boek “cirkelmeting” een tamelijk nauwkeurige benadering voor 7 middels ingeschreven
en omgeschreven veelhoeken, en in zijn boek “over de bol en de cilinder” liet hij zien dat
de inhoud van een bol 2/3 deel is van de inhoud van de omgeschreven cilinder.

In de eerste paragraaf zullen we een voorbeeld behandelen, waarin de basisideeén van
oppervlaktebepalingen gedemonstreerd worden. Vervolgens zullen we de definitie van de
zogenaamde bepaalde integraal geven. Aan de hand van deze definitie zal later blijken
dat vele situaties beschreven kunnen worden met een bepaalde integraal: De plaats van
zwaartepunten, de lengten van krommen, de oppervlakten van lichamen, de verrichte
arbeid, enz. Alle toepassingen van integraalrekening, of het nu in de economie, biologie,
statistiek, meetkunde of electrotechniek is, zijn gebaseerd op herkenning van een integraal
middels de definitie.

De definitie zoals wij hem geven, is opgesteld door Riemann (1826-1866), maar was
in beginsel ook al bekend in de Griekse tijd. Het grote probleem was de berekening
van de integraal. De grote doorbraak hiervan kwam aan het einde van de zeventiende
eeuw met de verrassende ontdekkingen van Leibniz en Newton dat, middels primitiveren
(het omgekeerde van differentiéren), bepaalde integralen berekend kunnen worden. Op
de middelbare school is dit al gedeeltelijk behandeld. Omdat het, juist bij toepassingen,
ontzettend belangrijk is dat een integraal herkend kan worden, zullen wij beginnen met
de definitie van de integraal.

5.1 De definitie van de bepaalde integraal

5.1.1 Een voorbeeld

We beginnen deze paragraaf met het volgende “oppervlakteprobleem”: Bepaal de opper-
vlakte van het gebied in het zy-vlak dat begrensd wordt door de z-as, de lijn z =1 en de
grafiek van de functie f(z) = z? (zie figuur 5.1). We zullen de oppervlakte van het gebied
proberen te bepalen door gebruik te maken van rechthoeken. We maken een onderafschat-
ting door rechthoeken te construeren waarvan de totale oppervlakte kleiner is dan die van
het gebied en een bovenafschatting door rechthoeken te construeren waarvan de totale
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172 Hoofdstuk 5. Integraalrekening

0

FIGUUR 5.1: De oppervlakte onder de grafiek van de functie f(z) = 22

oppervlakte groter is dan die van het gebied. Voor onze eerste schatting verdelen we het
interval [0,1] in drie gelijke intervallen en we plaatsen op twee manieren rechthoeken, één
keer ingeschreven (dus binnen het gebied) en één keer omgeschreven (dus uit het gebied
stekend), zie figuur 5.2. Merk op dat de ingeschreven rechthoek behorende bij het interval
[0, 3] hoogte nul heeft. We zeggen wel dat deze “rechthoek” gedegenereerd is.

Als onderafschatting voor de oppervlakte van het gebied nemen we nu de totale op-
pervlakte van de drie ingeschreven rechthoeken. Deze is

LSO +1-FR) 45 SR =0+ D=5
Evenzo vinden we voor de bovenschatting
LI+ @+ O =5GHs+ D) =5

Het zal duidelijk zijn dat deze schattingen niet erg nauwkeurig zijn. We kunnen tot betere

L 7o)

o
e
win

—

o
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-

FIGUUR 5.2: Een onder- en bovenschatting voor de oppervlakte

benaderingen van de oppervlakte komen als we het het interval [0, 1] in meer deelintervallen
opdelen. Bovendien hoeven we niet per se onder- of bovenschattingen te geven. We
kunnen de rechthoeken een hoogte geven die overeenkomt met de functiewaarde in een
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zelf gekozen tussenpunt van het betreffende interval. In het geval van onderschattingen is
dit “tussenpunt” gelijk gekozen aan de z-codrdinaat van het minimum van de functie op
dit interval, en in het geval van bovenschattingen aan de z-codrdinaat van het maximum.
Merk op dat het tussenpunt dan op de rand van zijn bijbehorende interval kan liggen. In
figuur 5.3 hebben we de tussenpunten op drie verschillende manieren gekozen. De linker
figuur geeft de onderschatting (de tussenpunten zijn in dit geval de linkerpunten van de
deelintervallen). Bij de middelste figuur hebben we de tussenpunten in de middens van
de (deel)intervallen gekozen en de rechterfiguur geeft de bovenschatting (waar liggen de
tussenpunten nu?). Van de drie schattingen geeft de middelste waarschijnlijk de beste
benadering van de werkelijke oppervlakte. We zullen het eens uitrekenen. We verklappen
alvast dat de echte oppervlakte  is (dit wordt straks bewezen). In de figuur is het interval

FIGUUR 5.3: Oppervlakteschattingen

[0,1] in 8 intervallen met een lengte van L verdeeld. Als onderschatting krijgen we

L fO A+ SR+ B+ 5 FH) =50+ G+t +5) = 1 < 0278
De oppervlakte van het gearceerde deel in de middelste figuur is
PP+ S+ 5 S+ 5 S(58) = a5 < 0332,
terwijl een bovenschatting gelijk is aan
LB+ R+ SO =5G st Tt = 0 2 039

Inderdaad, de middelste schatting is de beste.

We gaan nu proberen de oppervlakte echt te berekenen. ledereen voelt natuurlijk aan
dat de benaderingen beter worden als we steeds meer en smallere rechthoekjes plaatsen.
Met andere woorden, als we het interval in steeds smallere deelintervallen verdelen. In
feite zal de oppervlakte dus een limiet worden van een rij benaderingen.

Wij zullen het interval [0,1] verdelen in n even lange deelintervallen, waarbij n een
positief geheel getal is. De lengte van elk van deze intervallen is dan L. We bepalen
eerst de bijbehorende onderschatting. Merk daartoe op dat de hoogte van een rechthoek

behorend bij het deelinterval [, £] gelijk is aan f(*31) (zie figuur 5.4). De onderschatting
bij deze verdeling is dus

Y fO R SR F SR A fOT) =
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:]ov

)

T

FIGUUR 5.4: Oppervlakteschattingen middels een verdeling in n intervallen

Lo+ L+ &+ -+ D) =L0+1+4+-+ (n-1)?).

De bovenafschatting vmden we op dezelfde manier en is
i—-f(;‘;)+%-f(%)+---+3-,'f(",,—‘i)+%-f(1)=

MLt 4 O L) = L1444+ (n—1)2 4 02).
Als we nu definiéren Srl = 1+44+---+n? dan geldt Sp41— S, = (n+1)?en S; = 1. Dus S,
kan worden beschouwd als een oplossing van een eerste-orde lineaire differentievergelijking.
Als we deze differentievergelijking met beginvoorwaarde S; = 1 oplossen krijgen we S, =
In(n+ 1)(2n + 1) als oplossing (zie §3.4.4 opgave 44). We passen dit toe op de formules
van de onder- en bovenafschatting en krijgen dan
(n-1)(2n-1)
6n?

voor de onderafschatting en
(n+1)(2n+1)
6n?

voor de bovenafschatting. Er geldt nu

(n=1)@n-1) < oppervlakte < (nt1)(2n+ 1).
6n? 6n2
Omdat
. (n=-1)2n-1) _ (n+1)(2n+1) 1
lim = lim -
n—»00 6mn2 n—oo 6n2 — 3

is het volgens de insluitstelling redelijk te veronderstellen dat de oppervlakte van het
gebied gelijk is aan 1.

We merken nog op dat het niet per se noodzakelijk is het interval [0,1] in gelijke stukken
te verdelen. Wij hebben dit gedaan omdat we daarmee in staat waren om de limieten van
de onder- en bovenschattingen te berekenen middels een formule voor 1% +22 4. .- 4 n%.

Het enige wat in feite nodig is om de oppervlakte steeds beter te benaderen, is dat het
aantal deelpunten steeds groter wordt, terwijl tegelijkertijd de lengten van de deelinter-
vallen naar 0 gaan. Bij elke keuze van tussenpunten zal de limiet van deze benaderingen
gelijk moeten zijn aan de oppervlakte van de figuur.
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5.1.2 De definitie

Bij de oplossing van het “oppervlakte probleem” uit §5.1.1 hebben we een oppervlakte
berekend, door deze steeds beter te benaderen met rechthoeken. De technieken die we
daar gebruikt hebben, willen we nu toepassen op een willekeurige begrensde functie (niet
per se continu!) met een gesloten en begrensd interval als domein en zullen leiden tot de
definitie van de “bepaalde integraal”. Ofschoon het intuitieve idee volstrekt duidelijk is, is
de wiskundige formulering lastig. De begrensde functie noemen we f en het domein [a,b].
We beginnen met de verdeling van het interval.

Een partitie van een interval [a,b] is een verzameling getallen
P= {1130,51:1,1122, v axn—-lvxn}
zo dat o = a, z, = ben
T0< 21 <23< < Tp_1 < Ty

Door P wordt het interval [a,b] in n deelintervallen verdeeld, namelijk de intervallen
[0, %1], [£1, Z2)s- - - s[Tn1,Zn] (zie figuur 5.5). Merk op dat het i—de interval [z;_;, z;] is. De
lengte Az; van een deelinterval [z;_1, z;] behorende bij een partitie P = {20,Z1,Z2, ", ZTn}
wordt gegeven door Az; = z; — z;_;. De maaswijdte |P| van een partitie P definiéren we
als de lengte van het langste deelinterval uit de partitie.

1l [ 1 1 1 |
—
Az b

Zo T T2 T3 T4 Zs Tp-2 ZTn-1Tn
L
)
a

FIGUUR 5.5: Een partitie van het interval [a, b]

Voorbeeld 5.1.1: P ={0,1,2,4,7,8} is een partitie van [0,8] waarbij de deelpunten zo,
T, Ty, T3, T4 en zj respectievelijk worden gegeven door 0, 1, 2, 4, 7 en 8. Het interval
[0,8] wordt door P in 5 deelintervallen (van ongelijke lengte) verdeeld. De lengte van het
langste deelinterval is 3, zodat de maaswijdte |P| van deze partitie gelijk is aan 3. =

Voorbeeld 5.1.2: Als we het interval [0,1] in n gelijke delen verdelen, dan wordt de
bijbehorende partitie P gegeven door P = {0, =, 2 2=11} en de maaswijdte door

Ypint
|P| = .
Als we het interval [a,b] in n gelijke delen verdelen, dan is de bijbehorende partitie

b— b-— -
a,a+2-—f—;—(—1-,...,a+(n—l)-b ?

P = {a,a+

b}

b—a

en |P| =
n

Om straks de hoogte van de rechthoeken te kunnen bepalen, moeten we in elk deelinterval

van de partitie één tussenpunt kiezen (eventueel aan de rand). Zo'n keuze van tussenpunten

noemen we een strooiing bij de partitie P en geven we aan met de letter S. De tussenpunten
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zelf worden daarom ook wel strooipunten genoemd. Als P = {Z0,T1,T2y ey Tn1,Tn}
dan geven we het strooipunt uit het j-de interval ([z;_1,z;] dus) aan met ¢; waarbij
j=1,2--+,n—1,mn.

Voorbeeld 5.1.3: Bij de behandeling van het oppervlakte probleem uit §5.1.1 werd bij
de onderschattingen de strooiing S gedefinieerd door t; = z;_;, d.w.z. het beginpunt van
elk deelinterval, en bij de bovenafschattingen werd t; = z; genomen (dus het eindpunt
van elk deelinterval). Wat waren P en S in het middelste plaatje van figuur 537

We gaan nu de functie f in de beschouwingen betrekken. Daartoe nemen we eerst
aan dat we op [a,b] een partitie P = {20, %1,T2,"**,Tn-1,Tn} Met een strooiing S =
{t1,t2,"**,tn-1,tn} hebben. Bij elk deelinterval [z;-1, ;] stellen we het produkt

f(t5) (=5 — 1) = f(t;)Az;

op. De eerste factor van dit produkt is de waarde van de functie in z = t;. De tweede
factor is de lengte van het deelinterval [z;_;,z;]. Het produkt is een getal dat op teken na
de oppervlakte voorstelt van de rechthoek waarvan de breedte gegeven wordt door Az;
en de hoogte door |f(t;)| (zie figuur 5.6).

tnlf(tn))

y=f(z)

a=To

(a,f(a)

FIGUUR 5.6: Riemann-sommen

Nu tellen we al deze produkten op. De som wordt gegeven door

f(tl)AfL'l + f(tg)A.’Ez + L + f(tn)A.’Bn.

M.b.v. het sommatie-teken )~ kunnen we dit schrijven als

f(t5)(z; — zj-1)-

n
j=1

!Antwoord: P = {0,1/8,2/8,...,7/8,1} en S = {1/16,3/16,...,15/16}.
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70’n som noemen we de Riemann-som van f bij de partitie P en de strooiing S. Deze
Riemann-som zal de oppervlakte onder de grafiek van f benaderen als f een positieve
functie is. Waarom geldt dat niet voor functies die ook negatieve waarden aannemen?

Voorbeeld 5.1.4: We bekijken nog eens de functie f(x) = z? gedefinieerd op het interval
[a,b] = [0,1]. We kiezen P = {0,1,2,...,2=1,1} en als strooipunten kiezen we ¢, = 0,
ty=1...,t, =21 Dan

- N (i-1)\?1 1, 4 (n—1)2

Zf(tj)ij :Z:<T> ;:0+$+‘T‘L§+"’+—ng——.
Jj=1 j=1

We zien dat de onderschatting die we in §5.1.1 gevonden hebben, een Riemann-som is.

—

We zijn nu toe aan de definitie van de bepaalde integraal. Uit de voorgaande paragraaf
weten we al dat een limietproces een rol zal spelen. We merken nog op dat de Riemann-
sommen afhangen van de begrensde functie f, het gesloten en begrensde interval [a, b], de
partitie P, en de strooiing S. De functie f en het interval [a, b] zijn van tevoren opgegeven,
maar voor P en S hebben we vele keuzemogelijkheden. We laten nu P variéren zodanig
dat z’n maaswijdte | P| naar 0 gaat. Als de bijbehorende Riemann-sommen

_Zf(tj)ij

naderen naar een limiet L, ongeacht de keuze van de punten t;, heet de functie f integreer-
baar op [a,b]. De limiet L heet de (bepaalde) integraal van f van a naar b. We noteren L
in het vervolg als

/ab f() de.

We merken op dat hierboven een informele definitie staat van het begrip “bepaalde in-
tegraal”. Een preciezere definiéring zou een betekenis moeten geven van “naderen naar
een limiet L”. Dit gaat op de manier van de definitie van de limiet van rijen. We zien
van deze precieze definitie af. Qok, vanwege de vele keuze mogelijkheden van P en S is
het twijfelachtig of zo’n limiet wel bestaat. Een diepe en belangrijke stelling (die we niet
zullen bewijzen) in dit verband zegt dat deze limiet in ieder geval wel bestaat als de functie
continu is:

STELLING 5.1.1 Elke continue functie is integreerbaar. Preciezer: als f continu is op
een interval [a,b], dan bestaat f: f(z)dz.

Voorbeeld 5.1.5: We beschouwen opnieuw de functie f(z) = z? op [0,1]. We hebben
gezien dat de Riemann-sommen
oL
n

j=1 n

naar 3 convergeren als n — co. Omdat de functie continu is, volgt met de stelling dat

Lbf(w)dmzfolxzdz
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bestaat. Deze integraal moet dus gelijk zijn aan i »
Beschouw nu de partitie P = {0, %,..., 22,1} en de strooiing S = {3, 2., n=l

van het interval [0,1] (zie figuur 5.7). Nu is

- (2 -1)?

=1

de Riemann-som van f behorende bij P en S. Als we n laten toenemen, krijgen we partities

e
-3 v

o 3lo

=
2n

S
2n 2n 2n

FIGUUR 5.7: Een partitie en strooiing van [0, 1]

waarvan de maaswijdte naar nul gaat, waaruit volgt dat de bijbehorende Riemann-sommen
naar de integraalwaarde 3 toe gaan, dus

XN (25-1)2 1

n—oo 4 4

Integralen kunnen op deze manier een rol spelen bij het bepalen van limieten van sommen.

——

Opmerking 1: Het is zinvol om na te denken over het feit of functies al dan niet
integreerbaar zijn. Bovenstaande stelling zegt dat continue functies integreerbaar zijn.
Men kan bewijzen dat (begrensde) functies (op een gesloten en begrensd interval [a,b])
met eindig veel discontinuiteiten nog altijd integreerbaar zijn, evenals stijgende of dalende
functies. Dit betekent dat zeer veel functies integreerbaar zijn. Toch bestaan er functies
(niet stijgend of dalend en met oneindig veel discontinuiteiten) die niet integreerbaar zijn!
Omdat wij met name geinteresseerd zijn in continue functies, zullen we hier verder niet
op ingaan.

Opmerking 2: Nog even wat over notatie en terminologie. De notatie

[ @) as

is afkomstig van Leibniz. Het integraalteken [ is eigenlijk een langgerekte S, de eerste
letter van het woord “som”. Verder wordt dz gebruikt voor een “zeer kleine” ofwel “naar
nul genaderde” lengte Az. Het feit dat de integraal een limiet is van Riemann-sommen

Z f(t5) Az,
j=1

verklaart de notatie van Leibniz.



5.1. De definitie van de bepaalde integraal 179

Het interval [a,b] wordt ook wel het integratie-interval genoemd, en de functie f de
integrand. Verder heet a de ondergrens en b de bovengrens van de integraal. De inte-
gratievariabele is = en mag vervangen worden door elke andere, niet met een betekenis
belaste letter:

/abf(a:)da::/abf(t)dtz/abf(u)du::...

We merken tenslotte nog op dat de uitkomst van en bepaalde integraal met vaste grenzen
altijd een getal is, en dus onafhankelijk van de variabele.

We hebben gezien dat de integraal van een positieve functie op [a,b] de oppervlakte
voorstelt van het gebied ingesloten door de z-as, de grafiek van de functie en de lijnen
r = a en = = b. We vragen ons even af wat er aan de hand is als f negatief is of zowel
positieve als negatieve waarden aanneemt. Welnu, in de situatie dat f negatief is, is elke
Riemann-som de som van de oppervlakten van een aantal rechthoeken, voorzien van een
min-teken. De integraal stelt in dat geval dus een soortgelijke oppervlakte voor, maar nu
voorzien van een min-teken.

Als f zowel positieve als negatieve waarden aanneemt, kunnen we door handige keuzen
van de partities laten zien dat de integraal in dat geval het verschil is van de oppervlakte
van het positieve deel en de oppervlakte van het negatieve deel (zie figuur 5.8).

Als f(z)>0, is de Riemann-som positief

Als f(z)<o0, is de Riemann-som negatief

FIGUUR b5.8: De integraal van een functie die zowel positief als negatief wordt

Voorbeeld 5.1.6: De oppervlakte van het gebied ingesloten door de z-as en de grafiek
van de functie f(z) = 2% —11is

—/_11(362— 1) dz,

omdat het gebied onder de z-as ligt. — -

Voorbeeld 5.1.7: Er volgt dat

27
/ sinz dz = 0,
0

omdat de grafiek symmetrisch is t.o.v. het punt (7,0). —

OPGAVEN (bij §5.1)
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. Gegeven is de functie f(z) = 4z + 3 met als domein het interval [-2,2]. De partitie P

wordt gegeven door P = {-2,-1,0, %,2}. Kies de tussenpunten in de middens van de
deelintervallen. -

(a) Wat is |P|?
(b) Wat zijn de waarden van de tussenpunten?.

(c) Bepaal de bijbehorende Riemannsom.

b

. Zij m € R en [a, b] een interval. Bewijs dat / mdz = m(b— a). (Hint: Laat zien dat een

willekeurige Riemann-som gelijk is aan m(b .l a).)

. Gegeven zijn de functie f(z) = = met domein [0,1] en de partitie P = {0, ; 2 .., 1)

Ynpinte®
Als tussenpunten nemen we de linker-eindpunten van de deelintervallen.

(a) Stel de bijbehorende Riemann-som op, d.w.z. bepaal Yoio f(t5) (25 — i1)-
(b) Bereken limn_o 35—y f(t;) (25 — Z5-1).

1
(c) Volgens welke stelling bestaat / f(z) da?
0
1
(d) Bepaal / f(z) dz.
0
Gegeven is de (niet continue) functie f waarvoor geldt
1 alsz=3
f(z)_{ 0 alsz#3

5
Toon aan dat f integreerbaar is op [—1,5] en dat / f(z)dz =0.
-1

. Schrijf de volgende limieten als integraal:

.1 1, 2., ny\
(a) ,}g{,lo;((H;) +(1+ ) +---+(1+;)),
(b) lim 2(Sin2n+1+sin2n+3+---+sin4n_1>;
n—oo N n n
1 1 1
Ii .
() n%2(2n+1+2n+3+ +4n—1>’
(d) 1imi(1+23+33’+---+(n—1)3).

n—oo N4

1
. (a) Geef een meetkundige interpretatie van 2 / V1-z2dz.
-1

(b) Omdat we nog geen technieken in huis hebben om deze integraal te berekenen, doen
we dit als volgt: Laat eerst zien dat de oppervlakte van een ingeschreven regelmatige
n-hoek (in een cirkel met straal r) gelijk is aan A, = "2——’3 sin 2*. Bepaal vervolgens
de limiet van A, voor n — co. Dit is (intuitief gezien) de waarde van de bepaalde
integraal uit onderdeel (a).
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5.2 Eigenschappen van de integraal

In deze paragraaf zullen we enige veelgebruikte eigenschappen van bepaalde integralen
formuleren. Voordat we dat echter doen breiden we de definitie van de integraal nog wat
uit. Er zijn namelijk gevallen die door de definitie niet gedekt worden, maar waarvoor we
wel over de integraal willen spreken. Deze zijn

/aa f(z)dz =0,
en (voor a > b) \ .
/a f(z)do = -/b f(z) da.

De eerste eigenschap die we geven is de volgende stelling, die intuitief duidelijk is en die
we in de vorige paragraaf eigenlijk al genoemd hebben.

STELLING 5.2.1 Als f integreerbaar is op [a,b] en f(z) > 0 op [a,b], dan is

/abf(x)deO.

Het bewijs van deze stelling kan gegeven worden met Riemann-sommen en volgt uit het
feit dat Riemann-sommen voor positieve functies positief zijn.

De volgende stelling wordt wel de additiviteit van de bepaalde integraal genoemd. Als
we de oppervlakte-interpretatie voor ogen houden is de regel volstrekt duidelijk. Als we
het bewijs met behulp van de definitie willen geven, is dit nog tamelijk lastig.

STELLING 5.2.2 Als f integreerbaar is op de intervallen [a,c] en [c,b], dan geldt

b c b
/ f(z) dm:/ f(z) dm+/ f(z)dz.
Verder hebben we
STELLING 5.2.3 Als f en g integreerbaar zijn op het interval [a,b] en als o, € R,
dan is ook of + Bg integreerbaar op [a,b] en

[ (@@ + o de = [ @) iz [ gta)da.
Deze stellingen hebben een aantal gevolgen:
GEVOLG 5.2.4 Laat f en g integreerbaar zijn op [a,b].
1. Als f(z) < g(z) voor alle z € [a,b], dan is

/abf(:c) dz < /abg(a:) dz.

2. Als geldt dat m < f(z) < M wvoor elke = € [a,b], dan is

b

m(b-a)g/ f(z)dz < M(b—a).

a
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3. Altijd geldt

abf(x) dz| < /: I/ (2)|de.

Bewijs: Voor de eerste uitspraak merken we op dat g(z) — f(z) > 0. Met stelling 5.2.1
en stelling 5.2.3 volgt dan dat

/gm)dm—/ fa:)da:—/(g(:z:) z))dz > 0.

Bij de tweede uitspraak nemen we aan dat m < f(z) < M voor elke = € [a,b]. Met de
eerste uitspraak volg direct dat dan

/abmda:S/:f(z)de/abMdz.

Het is niet moeilijk in te zien dat de linker integraal gelijk is aan m(b — a) en de rechter
aan M (b — a) (zie opgave 3).
De derde uitspraak volgt uit het feit dat

—|f(=)| < f(z) < |f(2)].
Volgens de eerste uitspraak geldt dan
b b b
- [1f@)de < [ @) de < [ 15(@)d,
hetgeen betekent dat

abf(z) dz| < /ablf(z)ldz.

a

We zijn nu geinteresseerd in het volgende: Gegeven een op het interval [a,b] continue en
positieve functie f. Wat is de hoogte van de rechthoek die dezelfde oppervlakte en dezelfde
basis heeft als de oppervlakte ingesloten door de z-as, de lijnen z = a en z = b, en de
grafiek van de functie f? Het antwoord is snel te geven: De lengte van de basis van deze
rechthoek is b — a, en de oppervlakte moet gelijk zijn aan f f(z) dz. De hoogte van de

rechthoek is daarom ) .
dz.
4 /a f(z) dz

Merk op dat deze waarde een soort gemiddelde van deze functie is, vandaar de volgende
definitie:

Definitie: Als de functie f integreerbaar is op het interval [a,b], dan noemen we het
getal

1 b

b—-al,

het gemiddelde van de functie f op het interval [a,b).

f(z)dz
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Merk nu het volgende op: Als m het minimum is van de continue functie f op [a,b], en
M het maximum, dan is (volgens stelling 5.2.4)

mip-a) < [ f(a)d < M- a),

en dus . .

m_<_ m . f(ac)d:ch
Blijkbaar is het gemiddelde van de functie f op het interval [a, b] een tussenwaarde van de
continue functie f. Volgens de tussenwaardestelling (zie de opmerking na stelling 1.8.1)
geldt dan dat er een waarde ¢ € [a,b] is met f(c) = 325 /. : f(z) dz. We formuleren deze
eigenschap in de volgende stelling, die bekend staat onder de naam middelwaardestelling
van de integraalrekening.

STELLING 5.2.5 (Middelwaardestelling van de integraalrekening) Als f een op
het interval [a,b] continue functie is, dan bestaat er een punt c in het interval [a,b] waar-
voor geldt dat f(c) gelijk is aan het gemiddelde van f op het interval [a,b], met andere

woorden ) ,
Q== [ 1@ ds.

OPGAVEN (bij §5.2)

. Laat f een op het interval I integreerbare functie zijn en laat ¢1,c3,¢3 € I zo zijn dat
¢; < ¢ < c3. Toon aan dat

/: f(z) da;.__/: f(2) dm+/:f(q;) dz.

. De snelheid van een puntmassa opt tijdstip ¢ wordt gegeven door de formule v(t) = t?,
waarbij ¢ € [0,10].

(a) Bepaal de gemiddelde snelheid van v(t) op [0,10].
(b) Geef de bijbehorende plaatsfunctie s(t) als s(0) = 0.
(c) Bepaal m.b.v. (b) de gemiddelde snelheid.

5.3 Het berekenen van een integraal

In paragraaf 5.1 hebben we de definitie van de integraal gegeven. Deze definitie sluit
zeer goed aan bij de intuitie. V66r 1700 heeft men al oppervlaktes uitgerekend middels
ideeén, waarmee men later de definitie gegeven heeft: Benader de oppervlakte met figuren
waarvan we de oppervlakte kennen. Een zeer groot nadeel is dat deze methode lastig en
bewerkelijk is, vaak zelfs niet uitvoerbaar.

Een grote ommekeer kwam er toen Newton en Leibniz aan het eind van de zeventiende
eeuw met een zeer verrassende methode (stelling) kwamen om oppervlakten (integralen)
te berekenen van gebieden ingesloten door een (continue) functie en de z-as. Deze stelling
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FIGUUR 5.9: De fundamentele stelling

is uitgegroeid tot één van de meest fundamentele stellingen uit de analyse en al haar
toepassingen. De stelling legt een verband tussen de begrippen bepaalde integraal en
afgeleide van een functie.

Voordat we aan de stelling toekomen voeren we eerst een nieuw begrip in. Hierbij nemen
we aan dat f een continue functie is. We nemen een vast punt a. Bij iedere kunnen we
dan de bepaalde integraal

[ sayae

opstellen (zolang [a,z] (of [z,a] als z < a) maar binnen het domein van f ligt). Deze
integraal bestaat omdat f continu is. In feite verkrijgen we zo een nieuwe functie F' met
als definitie

F(z) = / " 7(t) de.

We noemen deze functie een oppervlaktefunctie met startwaarde a of een functie van de
bovengrens.

Merk op dat de oppervlaktefunctie de volgende eigenschap heeft:

z4+h
F(c+h) = F(z) + / () dt.

Dit is in te zien door de definitie van F uit te schrijven en stelling 5.2.2 te gebruiken.
Intuitief is het duidelijk met figuur 5.9. Nu volgt dat

o+

Fa+h)-F@)= [ f0d~h ()

T

als we h maar klein nemen. Dit betekent dat

F(z+h) - F(a) _
== & f(2)

voor kleine h, waaruit lijkt te volgen dat

F(e) = lim F(x+h’)L—F(x) _ o).
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De afgeleide van de oppervlaktefunctie lijkt dus gelijk te zijn aan de integrand. Dit is
precies de inhoud van de fundamentele stelling, welke we nu netjes formuleren en bewijzen.

STELLING 5.3.1 (Hoofdstelling van de integraalrekening) Laat f een op het in-
terval [a,b] continue functie zijn. Dan geldt het volgende: De functie F', gedefinieerd door

F@) = [ foa

is differentieerbaar in elk punt z € [a,b] en F'(z) = f(z), m.a.w.
= [10 =@
dz Ja B )

Bewijs: Volgens de definitie van de afgeleide geldt

F'() = lim F(z + h) —F(x)

h—0 h
Nu iS z+h E4 z+h
F(z +h) - F(z) = / £(6) dt — / F(t)dt = / F(t) dt

en dus

F(x+h})L F(z) h/ f(t) dt.

We passen nu de middelwaardestelling van de integraalrekening (stelling 5.2.5) toe op het
interval [z,z + h]. Volgens deze stelling is er een ¢ € [z,z + h] met

1 z+h
fo=5 [ fead
Merk op dat c afhankelijk is van h, en dat ¢ — z als h — 0. We zien nu dat

_ F(z+h)-F
(z) flzl—+o h

(=) _-hm / f(t)dt-hmf()

Omdat c in [z,z + h] ligt en f continu is, is ,l,lff}) f(c) = f(z). Hieruit concluderen we dat
F'(z) = f(z). O

Voorbeeld 5.3.1: Als F(z) = [ sint dt dan volgt met de hoofdstelling dat F differen-
tieerbaar is, en dat F'(z) = sin . -

We kunnen de hoofdstelling toepassen om op een stuk gemakkelijkere manier het opper-
vlakteprobleem uit §5.1.1 op te lossen. Dit wordt gedaan in het volgende voorbeeld dat

. daarmee meteen het belang van de hoofdstelling illustreert.

Voorbeeld 5.3.2: In het oppervlakteprobleem waar we dit hoofdstuk mee begonnen,

bepaalden we eigenlijk
1 1
/ z2dz=/ t? dt.
0 0
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We bekijken nu even de oppervlaktefunctie die hoort bij de functie f(z) = z*:

F(z) = /0 " dt.

Volgens stelling 5.3.1 moet gelden dat F’(z) = z*. Na enig nadenken zien we in dat voor
F dan moet gelden:
F(z) =323 +C,

waarbij C' één of andere constante is. Gelukkig weten we dat

0

F(0) = / t?dt =0,

0

zodat C' = 0. Nu zijn we er:
1 1
/ xzdm=/ t?*dt=F1)=%1-1"+C=1.
0

0

We zijn dus in staat gebleken het oppervlakteprobleem op een tamelijk eenvoudige manier
op te lossen!!!! — wm

Als we de berekening uit dit voorbeeld generaliseren krijgen we de volgende (van het VWO
bekende) stelling;:

STELLING 5.3.2 Laat f een continue functie zijn op het interval [a,b] en laat G een
functie zijn waarvan de afgeleide precies f is (dus G'(z) = f(z) voor elke z € [a,d]). Dan
geldt

b
/ £(t) dt = G(b) - G(a).
Bewijs: Laat F de bij f behorende oppervlaktefunctie zijn, dus

F(z) = / " f(0) de.

Dan is F'(z) = G'(z) = f(z) voor elke z € [a,b]. Dat wil zeggen dat de afgeleide van de
verschilfunctie G(z) — F(z) op [a,b] gelijk is aan nul. In opgave 36(b) van hoofdstuk 4
hebben we laten zien dat G(z) — F(z) dan een constante C' moet zijn (we werken immers
op een interval), dus G(z) = F(z) + C (of F(z) = G(z) — C).

Nu is F(a) = 0, zodat G(a) = F(a) + C = C, waaruit volgt

b
[ £ dt = F() = G) -C=Gb) - Gla),
hetgeen we wilden bewijzen. (I

Voor het berekenen van integralen van een functie f is het dus van belang een functie
G te vinden met de eigenschap dat G’(z) = f(z) voor alle z. Zo'n G noemen we een
primitieve van f. Het zoeken naar een primitieve noemen we primitiveren. Ondanks het
feit dat elke continue functie integreerbaar is, kunnen we niet voor elke continue functie
een gesloten formule voor de primitieve vinden. In dat geval is het berekenen van een
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bepaalde integraal met deze methode onmogelijk. We zullen dan moeten terugvallen op
andere trucs of op benaderingen. We komen hierop terug. Eerst volgen enige voorbeelden.
Bij de berekeningen gebruiken we de volgende notatie:

G(a)| = ) - Glo)

T

Voorbeeld 5.3.3: Bereken / sin’ z dz.
0

Aldus: Volgens voorgaande stelling geldt dat de gevraagde integraal gelijk is aan G(m) —
G(0), waarbij G' een prlmltxeve van sin?z is. Om zo’n primitieve te bepalen maken we
gebruik van de formule sin’z = (1 — cos2z). Snel is in te zien dat 2z — ;sin2z een

primitieve van (1 — cos 2z) is. “Er volgt

.

/osinzxdzz/o 1(1 - cos2z) dz = (3

N

Voorbeeld 5.3.4: Bereken lim —Z(sm ﬂ)

Aldus: Dit lijkt in eerste instantie een lastig probleem, maar na enige analyse blijkt
T km
- Z:(sin2 —
n k=1

een Riemann-som te zijn van de functie sin z op het interval [0, 7]. De bij deze Riemann-
som behorende partitieis {0, %, 2%,...,7} (het interval is dus in n gelijke stukken verdeeld).
Als strooiing zijn de rechteremdpunten van de deelintervallen gekozen (zie figuur 5.10).
Omdat de maaswijdte naar nul gaat als n — oo geldt

.o km T

lim — E (sin® —) —/ sin®zdz = ir

n—

©n k=1 n 0
(zie vorige voorbeeld). -

omr ir 2n 3r !n—l!n nm
n n n n n n
} + —t——— z 4
0 z L4

FIGUUR 5.10: De partitie bij voorbeeld 5.3.4

2

Voorbeeld 5.3.5: Bepaal de afgeleide van G(z) = / et dt.
0

Aldus: Dit lossen we als volgt op: Stel g(z) = z% en

F(z) = / ¢’ dt.
0
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Dan G(z) = F(g(z)) = F(2?). Met de kettingregel volgt dat
G'(z) = F'(9(a)) - ¢'(z) = F'(a*) - 22
Omdat de hoofdstelling zegt dat F'(z) = e®” vinden we
G'(z) = 22F'(z%) = 2ze”".

Voorbeeld 5.3.6: Bereken de gemiddelde waarde van de functie f(z) = z? op het interval
[0,10].

Aldus: De gevraagde waarde is
10
161:6\/0 ZEZ dz.

Nu is G(z) = 1z° een primitieve van z?, dus

—

Voorbeeld 5.3.7: Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de grafiek
van cosz en de z-as als 0 <z < %ﬂ‘.

Aldus: We moeten deze oppervlakte in twee stappen berekenen, namelijk de opper-
vlakte van het gedeelte boven de z-as, en de oppervlakte van het gedeelte onder de z-as.
[Waarom?] De nulpunten van de functie cosz op het interval [0, 37] zijn 37 en 3.

De oppervlakte van het gedeelte boven de z-as is

1
57

'2'71'
/ cosrzdr =sinz| =1,
0 0

terwijl de oppervlakte van het gedeelte onder de z-as gelijk is aan

[N

n

—/1 cosxdz:—sinxl

51\'

=2.

s

[ S )

De gevraagde oppervlakte is dus 3. S

OPGAVEN (bij §5.3)

. Bereken de volgende bepaalde integralen:
(a) / (1 + cos z) dx;
0
1,2
O =Ly
-2- xz

(c) / 1(cosz + | cos z|) dz.
o]



d 10.

d 11.

h 12.

h 13.

h 14.

t 15.

t 16.

h 17.

5.4. Primitiveren 189

Bepaal de oppervlakte van het gebied ingesloten door de y-as, de lijn y = = en de grafiek
van de functie f(z) = —z% +2 met z > 0.

(a) Stel /z f(t) dt = 2* — 2z + 1. Bepaal f(z).
1

(b) Bepaal f(4) als /z f(t)dt = z cosmz.
0

Bepaal lim ! /z r dt
paal b 2 o 41
1
De functie f is gedefinieerd door f(z) = 2 / T +0t 5 dt. Bepaal de eerste en tweede orde

Taylorpolynomen van f rond z = 0.

dt
V1 -—t2
Gegeven een parabool met basis a en hoogte h. Laat zien dat de oppervlakte gegeven

wordt door 2ha. [Deze formule werd ongeveer 250 jaar voor Christus door Archimedes
ontdekt.]

Differentieer f(z) = /
0

voor |z] <

[MIE]

1 1 2
(a) Laat f een continue functie zijn. Schrijf "11_1;20 . (f(?,{) + f(;) 4ot f(%)) als een
bepaalde integraal.

Gebruik dit resultaat om de volgende limieten te berekenen.

. 1
(b) nll_{rgoﬁ(2+4+6+---+2n).
2
(¢) lim —l-(sin1r-+sin—7£+-~+sinﬂ).
n—o00 7 n n n

Gegeven de functie f(z) = Asinwt met ¢ € [0, 27].
(a) Bepaal het gemiddelde van |f(z)| op [0, 2].

(b) Bepaal de, in absolute zin, maximale spanning van het electriciteitsnet als de gemid-
delde spanning 220V bedraagt.

5.4 Primitiveren

In de vorige paragraaf hebben we laten zien dat we voor het berekenen van integralen een
primitieve van de integrand moeten bepalen. Het primitiveren (dat is het bepalen van
alle primitieven van een gegeven functie) is eigenlijk het omgekeerde van differentiéren.
Het probleem is dat primitiveren veel lastiger is dan differenti€éren. In deze paragraaf
zullen we enige technieken geven, waarmee we primitieven van een hoop functies kunnen
bepalen. Door de ontwikkelingen van de laatste jaren is het niet meer noodzakelijk om
veel van deze technieken op een hoog niveau te beheersen daar er vele software-pakketten
op de markt zijn die (bijvoorbeeld in combinatie met een PC) zeer vele functies kunnen
primitiveren. Een aantal van de technieken die we presenteren (zoals de substitutieregel
en partieel integreren) zijn al op het VWO aan de orde geweest.
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5.4.1 Probleemstelling

Bij het primitiveren spelen drie vragen een rol:

Vraag 1: Gegeven een functie, bestaat er dan een primitieve? Het antwoord op deze
vraag is nee. Er zijn functies te bedenken die geen primitieve hebben. Echter, wij richten
ons met name op continue functies, en de hoofdstelling van de integraalrekening zegt
eigenlijk dat elke continue functie op een interval een primitieve heeft: De primitieve is
namelijk de oppervlaktefunctie en deze bestaat omdat het in dat geval de integraal van
een continue functie is.

Vraag 2: Kunnen we, behalve de formule voor de oppervlaktefunctie, bij elke continue
functie een formule voor een primitieve geven, waarin alleen standaardfuncties voorkomen
(en dus geen integraaltekens)? Dat kunnen we bijvoorbeeld wel bij de functie f(z) = 2>
Een primitieve daarvan is namelijk F(z) = 32°. Men heeft echter bewezen dat we dat niet
bij iedere continue functie kunnen! Voorbeelden daarvan zijn de functies f(z) = sin(z*)
en g(z) = e .

Als zo’n primitieve wel in gesloten vorm gegeven kan worden, is nog niet direct duidelijk
hoe dat moet. We zijn aangewezen op kennis van velerlei technieken, standaardprimitieven,
en het verband hiervan met de gegeven functie. We zullen in wat volgt een klein tipje van
de sluier oplichten.

Vraag 3: Hoeveel primitieven heeft een continue functie? Het is meteen duidelijk dat
als F een primitieve is, ook de functie G(z) = F(z) + ¢ (¢ € R) een primitieve is. Als
we op een interval werken zijn dit meteen alle primitieven. Dit volgt uit opgave 36(b)
van hoofdstuk 4: Als namelijk zowel F als G een primitieve is, dan is (F — G)'(z) = 0
voor alle z. Als het domein een interval is, zegt de genoemde opgave dat F' — G dan een
constante functie is, dus F'(z) — G(z) = ¢ voor iedere z uit het interval. Hieruit volgt
dat G(z) = F(z) + c. Als het domein uit meerdere losse intervallen bestaat, kan er per
interval een andere constante voorkomen. Zo is bijvoorbeeld de functie

_J Injz|-3 alsz>0
F(z)_{ln|m|+5 alsz <0

een primitieve van de functie f(z) = 2 met domein (—o0,0) U (0, 00).

Tenslotte nog iets over notatie: Een willekeurige primitieve van de functie f noteren we

met
/ f(z) da.

Zo is bijvoorbeeld [z2dz = 3z + c. Om duidelijke redenen noemen we een primitieve
van een functie f ook wel een onbepaalde integraal.

5.4.2 Standaardprimitieven

In deze paragraaf geven we een lijst standaardprimitieven die grotendeels correspondeert
met de lijst afgeleiden op bladzijde 127.
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Standaardprimitieven

Jzdz = 7-2*t 4 cvoora# -1
1
et dz = e +c f—;dm = Inlz|+c¢
Jcosz dz = sinz+c [sinz dz = —cosT+c
1 1
fcoszmdx = tanz+c f1+$2 dz. = arctanz+c
- 1
fﬁdz = arccosz +c¢ fﬁdm = arcsinz + ¢

= In(z++vz2+1)+c In|z ++vz2-1|+¢

1 1
—d |
f\/1+a:2 ’ f\/:cz—l ’

Van al deze formules is het bewijs slechts: differentieer de functie in het rechterlid en stel
vast dat de uitkomst de functie is die in het linkerlid tussen [ en dz staat.

Pas echter op: Gesuggereerd lijkt te worden dat bijvoorbeeld iedere primitieve van 1/z
wordt verkregen uit In |z| door deze over een constante te verschuiven. Maar zoals we al
eerder gezien hebben, de functie

Inz -3 alsz >0
F(z) _{ In(—z)+5 alsz<0

heeft overal de afgeleide 1/z! Dit heeft te maken met het feit dat het gestelde bij vraag 3
van de vorige paragraaf alleen geldt op intervallen. Omdat het domein van 1/z uit twee
intervallen bestaat, kunnen er bij de primitieve van 1/z op elk interval dus verschillende
constanten voorkomen.

We behandelen nu een viertal technieken die ten doel hebben een onbepaalde integraal
[ f(z) dz te herleiden tot een andere onbepaalde integraal, die met behulp van boven-
staande lijst standaardprimitieven gemakkelijk is op te lossen. Deze methoden zijn: De
substitutieregel, partiéle integratie, breuksplitsing en de omkeerbare substitutie.

5.4.3 De substitutieregel

Als we [ h(z) dz willen berekenen en inzien dat h opgebouwd is als
h(z) = f(g()) - ¢'(),

terwijl bekend is wat de primitieven zijn van f, zeg
/f(u) du = F(u) +c,

dan is

/ h(z) dz = F(g(z)) +c.

Bewijs: F(g(z))' = F'(g9(z)) - ¢'(2) = f(9(z)) - g(z) = h(<). O
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In?z
dz voor z > 0.

Voorbeeld 5.4.1: Bepaal /
Aldus: Schrijf

T

In® z o, 1
Als we nu stellen dat g(z) = Inz en f(z) = 22, dan zien we in dat h(z) = f(g(2)) - ¢'(z)-.

Merk op dat F(z) = $z® een primitieve is van f. Uit het bovenstaande volgt dat

[tdo= [ flga)-g'(@)da = Flo(e) + e = }ina 4,

T

waarmee de primitieven bepaald zijn. J——
Om een integraal van het type [ f(g(z)) - ¢'(z) dz te berekenen gaan we, ten behoeve van
de eenvoud, vaak als volgt te werk: substitueer u = g(z). Dan schrijven we du = ¢'(z) dz,

waardoor de integraal overgaat in [ f(u)du, die we kunnen berekenen. Pas nu op de
uitkomst terugsubstitutie” toe door u te vervangen door g(z).

Voorbeeld 5.4.2: Het bovenstaande voorbeeld kunnen we dan als volgt uitschrijven:

2
/ln mdw:/(lnz)"’-—l-da::/uzdu:§u3+c=%lnsa:-i-c.
T z

Hierbij hebben we u = In z gesubstitueerd. S

De substitutiemethode is ook toepasbaar bij de berekening van bepaalde integralen. Hi-
erbij kan de terugsubstitutie achterwege gelaten worden als we de integratiegrenzen aan-

passen:
b

[ st g @z = [ ( "

g
9(a) o(a)
We zullen nog enige voorbeelden van de substitutieregel geven. Een aantal ervan zijn,

door hun eenvoud, misschien ook op te lossen zonder gebruik te maken van de substitu-
tieregel.

)
f(u) du= F(u)|

Voorbeeld 5.4.3: foﬁxsin z?de = O‘/F-;-sin z? - 2z dz. Substitueren van u = z? en dus
du = 2z dz geeft
ks m
1 - _1 =
‘/02 ssinudu = —3;cosu = 1.

e—— ]

Voorbeeld 5.4.4: Als we in de volgende integraal u = 1 + e substitueren krijgen we

e® 1
dx = ~du = = * .
/1+e$ z ./u u=In|u|+c=In(e"+1)+¢

[Waarom staan in het eindantwoord geen absoluutstrepen meer?] =
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Voorbeeld 5.4.5:

T sin o] 0
/ sin4a:-cos:cda:=/ u"du:/ u'du = Lu¥| = -1
1

1 sl
37 sin 3w

waarbij we de substitutie u = sin z hebben toegepast. Let op de integratiegrenzen! =

Voorbeeld 5.4.6:

dr . .z
= arcsin 4 4+ ¢ = arcsin — + c.

/%z/%\ﬁ——)—z:/\/lj;ﬁ 2

wig

Hierbij is u = £/2 en dus du = } dz gesubstitueerd. L am

Voorbeeld 5.4.7: Bij de volgende integraal passen we de substitutie = 1+ 2 en dus
du = 2z dz toe:

8 g [ 2 _ 1 _ B
/\/de“’“‘/fﬁd‘”—/mdU—ﬁ+c_m+c.

Een iets kortere notatie die veel gebruikt wordt bij de substitutieregel is de volgende:

T 1
—————-d:/-—-———-dl H=+1 2 .
[ o= [ s da+ ) = VITE 4

—

Voorbeeld 5.4.8: Bij de volgende integraal splitsen we het kwadraat af van het polynoom
onder de noemer en substitueren vervolgens u = 2z + 3 (en dus du = 2 dz).

(N1

/ ! dr = / ! dz /——]l—du
Viz? + 12z + 8 — ) @z ¥3)r-1 VuZ—1

= Ilnju+Vu2-1+c¢
= 1ln|(2z+3)+ v4zt+ 122+ 8| +ec.

Opmerking : Onder de wortel staat bij het laatste voorbeeld een ontbindbare kwadratis-
che vorm met positieve kopcoéfficiént. Door kwadraatafsplitsen en substitutie konden we
deze in de vorm u? — 1 gieten. Soortgelijke situaties treden op bij de andere mogelijkheden:
Een ontbindbare kwadratische vorm met negatieve kopcoéfficiént is door kwadraatafsplit-
sen en substitueren om te bouwen tot de vorm 1 — u? en een onontbindbare kwadratische
vorm tot 1+ u?. Bereken zelf?

1 ' 1
dz en / d
/\/——41:2—121:—8 ¢ Vaz? + 12z + 13 v

?Antwoorden: # arcsin(2z + 3) + cen ;In(2z 43 + v4z? + 12z +13) +c.
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5.4.4 Partiéle integratie

Partiéle integratie is vaak te gebruiken als we het product van twee functies willen prim-
itiveren, waarbij van minstens één van de functies een primitieve bekend is. De methode
schrijven we meestal als volgt op:

[ 1) G (@) e = F(s) -G(@) - [ Fla) -g(a)da,

waarbij f een functie is waarvan de primitieve F’ bekend is en g de afgeleide is van G.
Men schrijft ook wel

/ Gl(e) dF(c) = F(z) - G(z) - / F(z) dG(2),

waarbij dF(z) = f(z) dz en dG(z) = ¢(z) dz.

Bewijs: Er geldt (F(z)-G(z)) = f(z) - G(z) + F(z) - g(z). Met andere woorden: De
functie F(z) - G(z) is een primitieve van het rechterlid van deze laatste uitdrukking. Dat
betekent dat

F(&)-G)+e= [ 1) -G@)dat [ Flz) g(a) dz,
zodat

/f(a:) .G(z) do = F(z) - G(x) +c—/F(z) . g(z) da,

Omdat links en rechts bij de integraaluitdrukkingen ook constanten optreden, kunnen we
de constante c in bovenstaande uitdrukking weglaten. O

In de praktijk komt het erop neer dat de regel der partiéle integratie vooral toepassing
vindt bij het primitiveren van een product van twee functies die van “yerschillende aard”
zijn, bijvoorbeeld z en sinz, e” en z, sinz en €, T en In z, etc.

Voorbeeld 5.4.9: We schrijven G(z) = z en f(z) = sinz, zodat g(z) = 1 en F(z) =
— cos z. Invullen in bovenstaande formule geeft

/xsinxdz R g (—cosz) ;/1 -(—cosz)dz = —zcosz +sinz +c.
De andere schrijfwijze geeft
/zsinazdw = /:z;d(—cos:c) 2 _zcosz — / —coszdz = —zcosz +sinz +¢

(“p.i.” staat voor “partiéle integratie”). Lukt de berekening ook als we f(z) = z en
G(z) = sinz genomen hadden? -

Voorbeeld 5.4.10: Soms moeten we meer dan één keer partiéle integratie toepassen:

/ z2e® dz

o
Z

z2e® — /22:-6” dz

T
-

z’e® — 2{ze® ——/1 -e*dr}
(z2—2z2+2)-€" +c
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Voorbeeld 5.4.11:
1 i. 1
/lnxdm:':/l-ln:cd:z:p:': z-lnx—/m-;dw:zlnx—m+c
Voorbeeld 5.4.12:
/arcsin cde = / 1-arcsin z dz

R T - arcsin / T ! dz

- V1 -—1z2

= czarcsinz+V1-z2+c¢
De laatste integraal is berekend met de substitutieregel. —

Voorbeeld 5.4.13: Met partiéle integratie volgt
/e” sinzdz = —e” cosz +/e‘D coszdz.

Het lijkt erop dat we zo niet veel verder komen omdat de laatste integraal net zo lastig is
als de integraal waar we mee begonnen. We volharden en passen op de laatste integraal
nog een keer partiéle integratie toe. We krijgen dan

/e”sinzdz:—excosx—ke’”sina:—/e”sinxdw

Hieruit kunnen we [ €7 sin « dz oplossen, door de laatste integraal naar de andere kant van
het “="-teken te brengen! Er volgt:

1
/e" sinz dz = -2—ez(sin T — cost) + c.

Voorbeeld 5.4.14: Een lastige toepassing van partiéle integratie is de volgende:

1 14z T2
= 4y = [ =T g [
/(1+x2)2 v (1+x2)2d’” /(1+m2)2 d

/ dr — / 2z
1+ 2 (1—}—:1:2)2

B.i _1 .
1+zzd:1: 2{1_*_ > z+/1+x2dz}
+c

- 1 1,
= garctanz + 2

1+2
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5.4.5 Rationale functies

In deze paragraaf willen we laten zien hoe men de primitieve moet bepalen van een ra-
tionale functie. Een rationale functie is een functie van de vorm %3, waarbij p en ¢
polynomen zijn. Een belangrijk hulpmiddel hierbij is het breuksplitsen, zoals beschreven
in §1.7. Om de primitieve van een rationale functie te bepalen, voert men eerst de breuk-
splitsing uit. Vervolgens primitiveren we de ontstane breuken en het eventueel ontstane
polynoom. De breuken zijn altijd van een type beschreven in de volgende vijf voorbeelden,
waarin we ook laten zien hoe deze breuken geprimitiveerd moeten worden.

Voorbeeld 5.4.15: Het eerste type is dat met een constante teller en een lineaire noemer.
De primitieve is dan niet moeilijk te bepalen:

1 1
/ax+bd:v—;ln|aa:+b|+c.

p—— )

Voorbeeld 5.4.16: Het tweede type is dat met een constante teller en een macht van een
lineaire vorm als noemer. Ook nu is een primitieve vrijwel direct op te schrijven (eventueel
kan de substitutie u = az + b toegepast worden):

/ 1 11 1
(az +b)k o 1-k (az+b) 1

+c.

(Hierbij is k > 2 een geheel getal.) N

Het andere type breuk dat voorkomt is een lineaire teller en een macht van een onontbind-
baar tweedegraads polynoom als noemer. We onderscheiden hierin een aantal gevallen.

Voorbeeld 5.4.17: Een constante teller. Om een primitieve te vinden, splitsen we in
de noemer het kwadraat af, waarna we het geheel ombouwen, totdat we (eventueel na
substitutie) kunnen inzien dat het om een arctangens gaat:

1 1
/mz—x-l—ldx B ,/(a:—%)2+2—dm

= Il
—
—
8
|
I
SN
-
+
—~
[
N—r
[
IS
8

1
.
3 r—-1/2
() +1
1
352@/,”’2__‘_160“
2\/3arctanu+c
2z — 1
= 2 3arctan( ) c
3 73 +

Bij (i) hebben we teller en noemer door 3/4 = (v/3/2)? gedeeld en bij (i) hebben we

U= %17/;2 en dus du = —\%—5 dz gesubstitueerd. -

—
N
-

~
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Voorbeeld 5.4.18: De teller is de afgeleide van de noemer:

/;;—zg—f——:—c—;—ldm_lnh —z+1+c=In(E*-z+1)+ec

—

Voorbeeld 5.4.19: De teller is lineair en ongelijk aan de afgeleide van de noemer. In
dat geval splitsen we de teller in een gedeelte waarin de afgeleide van de noemer staat en
een constante. In het volgende voorbeeld schrijven we dus

z-2=132z-1)-%.
We krijgen dan:
T—2 1 2z — 1 3 1
2—z4+1 222—z+4+1 222—z+1
Met de voorbeelden 3 en 4 vinden we dan

z-2 2z —1
=% de=1n(z?- _ ( ) _
/wz_w_{_l ¢=3ln(z" —z+1) V3 arctan 7 +ec

De oplettende lezer zal nu gemerkt hebben dat we alleen nog voor het primitiveren van

iets van de vorm
az + b

(pz? + gz +1)*’
waarbij k > 1 een geheel getal is, geen voorbeeld gegeven hebben. Ook voor deze vormen

is een algemene methode te geven. We zien hier echter van af (in voorbeeld 5.4.14 van
§5.4.4 werd zo’n vorm geprimitiveerd).

In de volgende voorbeelden zullen we twee rationale functies primitiveren. We nemen de
rationale functies uit de voorbeelden 1.7.1 en 1.7.2 van §1.7 en maken gebruik van de daar
gevonden splitsingen.

Voorbeeld 5.4.20:

[ == = —;/g_l—z-ﬁdx-%/g;_;dw
—-/
(:c—2)2

1
(z-2)

1
z—2
1
-2

+ 3 —glnlx—2[+§ln|z—4|+c

f S

:1:—4l+c
-9 '

PN

+3ln

1
+ 2
4(8
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Voorbeeld 5.4.21:

4 3 2 _
/:z; + 223 4+ 222+ 22 1da: _ /zdz—?/ 1 dm+/ 2z +1 da
3422242241 z4+1 24+ z+1

= yﬁ—mmz+u+mu%+x+n+a

5.4.6 Omkeerbare substituties

In deze paragraaf laten we een substitutiemethode zien, die andersom werkt dan de bek-
ende substitutiemethode. Bij de bekende methode willen we, door substitutie van v = g(z)
een functie van de vorm

h(z) = f(g(2)) - ¢'(z)

omzetten in een functie f(u) waarvan we de primitieve (hopelijk) kunnen uitdrukken in
standaardfuncties. Bij de omkeerbare substituties vormen we een gegeven functie f(x)
om tot een functie van de vorm f(g(t)) - ¢'(t), die (hopelijk) primitiveerbaar is, zeg met
primitieve F(t). Dit doen we door = = g(t) te substitueren (en dus dz = ¢’ (t)dt). Er
geldt dan

[ @ do= [ 1la)-dw)dr=FO +e.

Aangezien het eindantwoord een functie van z moet zijn, zullen we ¢t moeten vervangen
door een functie van z. Dit kan als g inverteerbaar is zodat we ¢t = g~ (z) kunnen
substitueren. Uiteindelijk kunnen we dan concluderen dat

[ f@)de=Fla @) +e

De substitutie z = g(t) moet dus inverteerbaar ofwel omkeerbaar zijn, hetgeen de naam
van deze methode verklaart. Merk nog op dat we primitieven altijd bepalen op een interval
J. We veronderstellen dan ook dat g een inverteerbare functie is van een interval Jy op J.

Samenvattend: Te berekenen is [ f(z)dz op een interval J. Laat g een inverteerbare
functie zijn van een interval Jy op J. Als dan

[ 1) g @ de=F@)+e

op Jo, dan is
/f(z) dz=F(g~'(z)) + ¢
op J.
We illustreren deze methode aan de hand van het volgende voorbeeld.
Voorbeeld 5.4.22: We berekenen [+/1— z2dz (merk op: z € [~1,1]). De “eenvoudige”

substitutieregel biedt geen uitzicht en we proberen dus een omkeerbare substitutie. De
substitutie die hier werkt is z = sint. Merk op dat deze substitutie omkeerbaar is op
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Vi-z?

FIGUUR 5.11: z =sint is een geschikte substitutie voor /1 — 22

[=7/2,7/2] met inverse t = arcsinz en dat er geldt dat /1 — 22 = |cost| = cost (omdat
t € [-m/2,m/2]). We krijgen

/\/1_——:1:2dm = /costd(sint)

= /(:os2 tdt

= / 2(1 4 cos2t) dt

= 1(t+3sin2t) +c
it + isintcost+c

= ifarcsinz+ izv1-22+c¢

Opmerking : De substitutie van bovenstaand voorbeeld kan wellicht onthouden worden
met figuur 5.11. Als we v/1 — z2 zien als één van de zijden van een rechthoekige driehoek,
kunnen we de resterende zijden met behulp van de stelling van Pythagoras invullen. Uit
de figuur blijkt dat sint = /1 = z (en dus dz = costdt) en cost = /1 — z2. Hieruit
volgt direct

/\/1 —z2dzx =/cos2tdt.

Dergelijke substituties kunnen handig zijn bij het vinden van primitieven van wortel-
functies van tweedegraadspolynomen, zoals bijvoorbeeld v/1 + z2 en v/z2 — 1. Ook hier
kunnen plaatjes het onthouden van de substituties vergemakkelijken: Om de primitieve
van v/1+ z2 te berekenen kunnen we z = tant substitueren (zie figuur 5.12). Ga na dat
uit de figuur volgt dat dan v/1+4 22 = _1-. Voor v/z2 — 1 substitueren we z = 1/sint¢
(zie figuur 5.13). [Het is in dit geval overigens niet zo dat na bovengenoemde substituties

eenvoudige integralen ontstaan!]
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V14z2

1

FIGUUR 5.12: z = tant is een geschikte substitutie voor v/1 + z2

Vz2-1

FIGUUR 5.13: z = Z1- is een geschikte substitutie voor v/z? — 1

5.4.7 Gebruik van een tabel

Met behulp van de voorgaande technieken kunnen we al heel wat primitieven vinden.
Toch kunnen we nog niet alles aan, en bovendien zit er aan het vinden van primitieven
veel werk. Zoals we al eerder vermeld hebben zijn er tegenwoordig computerprogramma’s
(bijvoorbeeld Maple, Mathematica en Derive) die wat betreft het vinden van primitieven
fantastische resultaten geven. Toch moeten we deze programma’s vaak een hint geven,
bijvoorbeeld substitueer dit of dat. Daarom is kennis van de voorgaande technieken onont-
beerlijk.

Een andere methode om rekenwerk te besparen is het gebruik van tabellen. Er zijn vele
tabellen op de markt, variérend van 20 tot honderden “standaardprimitieven”. Achterin
dit dictaat staat een lijst van standaardprimitieven. Deze mogen gebruikt worden bij het
berekenen van integralen. De te primitiveren functies moeten dan eerst in dusdanige vorm
geschreven worden, dat we de standaardprimitieven uit de tabel hierin herkennen.

Een andere manier om primitieven te vinden is met behulp van zogenaamde reductiefor-
mules, die ook gegeven worden in tabellen (zie achterin het dictaat). Een reductieformule
is een formule die een integraal “reduceert” tot een integraal van hetzelfde type, maar dan
een stapje eenvoudiger. Een voorbeeld van een reductieformule is de volgende: Als

I, = /(ln z)" dz

dan
I=z-(Inz)" —n I, (n #0).
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Deze reductieformule kunnen we toepassen als we bijvoorbeeld I3 = [(Inz)3dz willen
berekenen:

I = z(lnz)®-3L

z(ln z)® - 3(z(Inz)® — 2I))

z(lnz)® - 3z(Inz)® + 61
(Inz)® - 3z(Inz)*> + 6(zlnz — I,)

= z(lnz)®-3z(lnz)*+6zlnz - 6/ dz
(

Il

T

= z(lnz)*-3z(lnz)’+6zlnz -6z +c

Voor de afleiding van een reductieformule, maken we gebruik van partiéle integratie. In
ons geval:

/(In z)"dz = /1-(1n z)" dx 23 z(ln w)"—n/:z(ln z)""lidax = z(In w)"—n/(ln z)"ldz.

We geven nu een aantal voorbeelden, waarbij we standaardprimitieven en reductieformules
uit de tabel achterin dit dictaat gebruiken.

1
242z -3
Aldus: Kwadraatafsplisten en substitutie van y = z + 1 geeft

1 1
— dr = — 4
/a:2+2:c-—3 ? /(a:+1)2 /y2—4 y

y— z—1
+2 z+3

Voorbeeld 5.4.23: Bepaal een primitieve van

1
4ln

+c= l +c.

Hierbij hebben we gebruikt gemaakt van integraal (I.1) uit de tabel. ~We kunnen deze
primitieve ook bepalen met de behandelde technieken door ;- te breuksplitsen. Dit is
echter veel meer werk. —

1

V15 +4z — 422’
Aldus: We gaan weer kwadraatafsplitsen: 15 + 4z — 4z% = 16 — (2z — 1)2. Substitutie
van y = 2z — 1 (en dus dz = 1 dy) geeft dan

Voorbeeld 5.4.24: Bepaal een primitieve van

/ 1 & = | . d
z
V15 + 4z — 422 V16 — (2z — 1)?

1 Yy
2‘/\/16-—y2
= %arcsin%+c

r—1

= 3 arcsin

+ c.

Hierbij hebben we gebruikt gemaakt van integraal (/.3) uit de tabel.
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Voorbeeld 5.4.25: Bij dit voorbeeld hebben we reductieformule (R.5) of (R.5) nodig.
We hebben hier twee mogelijkheden. Wij kiezen voor de tweede. Doe het zelf met de
eerste.

. 5
. sin® z cos z .
/sm“zcoszzdz = ——6——+%/51n4xdz

Lsin®zcosz + L(~Lsin’zcosz + %/sinzxdx)

6
= lsinsar:cos:z:—g—isin""':zccosa:-{—;ﬁ-(—%sin:zccos:z:+%/da:)

6
1ain® — 1 qn3 S 1
g SIN° TCOST — 57 SIN" ZCOST 1651nzcosx+16x+c

Merk op dat we bij de tweede en derde stap reductieformule (R.3) gebruikt hebben. =

S S

(z2 42z +3)2

Aldus: Merk op dat z2 + 2z + 3 = (z + 1)2 + 2 (kwadraatafsplitsen). Als wey =z +1
stellen, dan

Voorbeeld 5.4.26: Bereken /

/____1___@, - /_}__d
@rm+ap . ) @rer”
1 y

I

1
1. 1 d
¢ y2+2+4/y2+2 Y
Yy 11 Yy
m+;-ﬁarctan———+c

V2
z+1 1 z+1
4(:1:2-{—2:1:-{—3) +4ﬁarcta.n \/5 + c.

Bij de tweede stap hebben we reductieformule (R.2) gebruikt en bij de derde stap inte-
graal (I.1). —

OPGAVEN (bij §5.4)

Bepaal een primitieve van

In®z

(a) ;

T
(b) sin*z cosz;

(c) zcosz;

d) arctanz;

z362z;

vdz + 1.
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Bepaal (zonder tabel) een primitieve van

(8) ——r;
zlnzln(ln z)

(b) 27;

(c) sin®z;

(d) cos?z;

(e) tanz;

0 —

tan :c;
(g) In*z;
(h) e cosbt (a,b € R);

. 1
(1) 1+ez-'

Leid de volgende reductie formules af:

1 -1
(a) I, =—— sin" 'z cosz + —7}————1,,_2 waarbij I, = /sin" z dz;
n n

(b) I, =z"€" —nl,_,, waarbij I, = /z"e’ dr.

Bepaal een primitieve van
(@) ——;
1422’
(1+z)*
z
© T3
z
@ o
1

\‘( y :c2+2:1:+2;
T

h 22.

(f)

:cz-i—2z+2;
&)
2
(h) Tj_—;g;
(@ x37—x3>_zi—2;
T+ 3

()

(z —1)(z2+1)%

203

In deze opgave laten we zien hoe we aan de twee verschillende primitieven kunnen komen

van integraal (1.9) uit de tabel.
(a) Laat zien dat

/ ! dz =In|tan iz| +c,

sinz
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door de formule sin z = 2sin 1z cos 3z te gebruiken;
1—cosz

(b) Laat zien dat
/ ,1 dz =ln|———
sinz 1+ cosz

door teller en noemer met sin z te vermenigvuldigen en vervolgens een geschikte sub-
stitutie uit te voeren.

Bepaal een primitieve van

1
(a) P i (2, 00);
1

(b) VAT
© V9 —4z?

z
Bereken de volgende integralen, na uitvoering van de aangegeven substitutie:

@ YEE uo Vi

1
z_3 + z;
142
(b) 1—2' T = Ccosp;
]' — 3
(©) P T =u;
1 , T-—1

5.5 Interpretaties van de integraal

In de inleiding van dit hoofdstuk hebben we al opgemerkt dat de integraalrekening vele
toepassingen kent, waarbij het van belang is dat herkend wordt dat we met een integraal
te maken hebben. Tot nu toe hebben we één toepassing van de integraal behandeld,
namelijk de oppervlakte interpretatie. In deze paragraaf zullen we aan de hand van een
aantal toepassingen laten zien dat er vele andere interpretaties van integralen mogelijk
zijn en hoe men in de praktijk herkent dat men met een integraal te maken heeft. Het
komt er altijd op neer dat we bij de wiskundige beschrijving op een Riemann-som stuiten,
behorend bij een partitie waarvan de maaswijdte naar nul gaat.

5.5.1 De oppervlakte van een vlakdeel
Op de middelbare school is de volgende stelling behandeld:

STELLING 5.5.1 Als f en g twee op [a,b] continue functies zijn met de eigenschap
dat f(z) > g(z) op [a,b], dan is de opperviakte van het vlakdeel ingesloten door de lijnen
z =a, z =b en de grafieken van f en g gelijk aan

[ 4@ - g(a) o
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We laten zien hoe deze stelling volgt uit de definitie van de integraal. We verdelen het
vlakdeel daartoe in (smalle) verticale stroken S;, Ss, ..., S,. De keuze van deze stroken
komt overeen met de keuze van een partitie P = {zo,Z1,...,Z,} van het interval [a, b] (zie

figuur 5.14). De oppervlakte van elk van deze stroken is te benaderen met de oppervlakte
(i, £ (i)

y=f(z)

Sa
1y=9(z)

[
[
[
-

(ti,9(t:))
FIGUUR 5.14: De oppervlakte van een vlakdeel

van een rechthoek, waarvan de verticale ligging van de horizontale zijden bepaald wordt
door de beelden onder f en g van een tussenpunt ¢; in het interval [z;_,, z;]. Er geldt dat
de oppervlakte van strook S; ongeveer gelijk is aan

(f(&:) — g(t)) - (z:i — ima) = (f(8:) — 9(t:)) - Az,

zodat de gevraagde oppervlakte ongeveer gelijk is aan
S () — 9(t)) - Az
1=1

Dit is een Riemann-som van de functie f — g bij de partitie P en de strooiing S =
{t1,t2,...,tn}. Omdat de benadering van de oppervlakte beter wordt als we de stroken
smaller maken (ofwel de maaswijdte naar nul laten gaan), volgt dat de oppervlakte van
het vlakdeel gelijk is aan

Jim S () - g(6) - A= [ (f(2) - 9(2) d.

Opmerking : Het voorgaande is geen streng wiskundig bewijs. Dit zal in geen van de
voorbeelden die nog volgen het geval zijn. We zijn veeleer afgegaan op onze intuitie. In
de praktijk wordt dit ook vrijwel altijd gedaan. Als we willen, kunnen we alles ook streng
wiskundig opzetten. Wij nemen echter genoegen met deze intuitieve benadering. Helaas
laat onze intuitie ons ook wel eens in de steek en worden er fouten gemaakt met dit soort
benaderingen, zie bijvoorbeeld opgave 34.

Voorbeeld 5.5.1: Bereken de oppervlakte van het vlakdeel ingesloten door de grafieken
van de functies f(z) = 22, g(z) = —32+ 2 en h(z) = z? — 3z, gelegen in het halfvlak met
niet-negatieve z-codrdinaat.
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FIGUUR 5.15: Het vlakdeel van voorbeeld 5.14

Aldus: We tekenen het vlakdeel eerst (zie figuur 5.15). Voor de beschrijving met een
integraal, dienen we het vlakdeel in twee stukken te knippen: Het linkerdeel is het deel
ingesloten door de grafieken van f en h en de lijn ¢ = 1. De oppervlakte hiervan is gelijk
aan X

/01 (f(z) - h(z)) dz = /013wda:.

Het rechterdeel wordt ingesloten door de lijn z = 1 en de grafieken van g en h. De
oppervlakte hiervan is

/13 (g(z) — h(z)) dz = /13(—9;2 + 32+ 2) da.

5.5.2 Volume van een lichaam

Een lichaam is een begrensd drie-dimensionaal gebied. We zouden bijvoorbeeld kunnen
denken aan een kubus, een balk, een prisma, een omwentelingslichaam, etc. Het doel is
een formule te bedenken, waarmee het volume van zo’n lichaam berekend zou kunnen
worden. We kunnen dat doen door het lichaam in evenwijdige plakken te snijden en dan
het volume AV; van elk van de plakken te bepalen. Voor het totale volume V' geldt dan

V=AV1+AV2+---+AV,,=ZAV}.

i=1

Merk op dat het volume van een dunne plak ongeveer gelijk is aan het product van de
oppervlakte van (één van) de snijvlakken met de dikte van de plak. Hoe dunner de
plak, hoe beter de benadering. Om in een wiskundige context te komen, denken we ons
het lichaam geplaatst in een assenstelsel, waarbij de z-as zo ligt dat de snijvlakken hier
loodrecht op staan (zie figuur 5.16). Veronderstel verder dat het lichaam “ingeklemd” ligt
tussen de vlakken z = a en z = b. Het in plakken snijden van het lichaam correspondeert
dan met het kiezen van een partitie P = {z¢,zy,...,%,} van het interval [a, b], waarbij z;
de z-codrdinaat is van het i-de snijvlak.
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>
e
/
%

FIGUUR 5.16: Volumebepaling

~_

We veronderstellen nu dat de oppervlakte van het snijvlak, behorend bij z, gelijk is
aan A(z). Er volgt dat de inhoud AV; van de plak tussen de snijvlakken behorend bij
z;_, en z; ongeveer gelijk is aan A(t;)Az; = A(t;)(z; — zi-1), waarbij t; een willekeurig
gekozen tussenpunt in [z;_;,2;] is. Dus

n n

V= AVix ) A(t)Az;.
i=1 i=1

Merk op dat dit een Riemann-som van de functie A is bij de partitie P en de strooiing

S = {t1,t2,...,t.} is, en dat de benadering beter wordt als we het lichaam in dunnere

plakken snijden, met andere woorden, als we elke Az; dichter bij nul kiezen (met andere

woorden, als de maaswijdte naar nul gaat). Er volgt:

STELLING 5.5.2 Laat G een lichaam zijn, ingeklemd tussen de vlakken ¢ = a enz = b.
Als de oppervlakte van het snijvlak loodrecht op de z-as behorend bij het punt met z-
coordinaat = gelijk is aan A(z), dan geldt voor het volume V van G

V= /:A(x) dz.

Voorbeeld 5.5.2: Bereken de inhoud van een pyramide met hoogte h, waarvan het
grondvlak een vierkant is met zijde a.

Aldus: We plaatsen de pyramide zo in een assenstelsel dat de top in de oorsprong ligt en
de z-as door het midden van het grondvlak gaat (zie figuur 5.17). De doorsnede van de
pyramide met het vlak loodrecht op de z-as en z-codrdinaat z is een vierkant met zijde
#z. Immers, met figuur 5.17 volgt uit de gelijkvormigheid van de driehoeken ABC' en
DEC dat I = {z, en | is de lengte van de zijde van het snijvierkant met z-coérdinaat z.
Er volgt dat
a? ,
Het volume van de pyramide is dus

h L 5
V=/0 A(z)dz = | 72% dz.
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i
3

FIGUUR 5.17: Volumebepaling van een pyramide
Ga. zelf na dat hier $a?h uit komt. -

Opmerking : De formule uit stelling 5.5.2 heeft alleen zin als we een formule A(z) voor
de oppervlakte van de snijvlakken kunnen bepalen. Bij de pyramide was dit het geval.
Bovendien moet A een integreerbare functie zijn.

Volume van een omwentelingslichaam

Een omwentelingslichaam is een lichaam waarbij een as bestaat, z6 dat doorsnijdingen van
dit lichaam met vlakken loodrecht op deze as cirkelvormig zijn. Omwentelingslichamen
kunnen verkregen worden door een vlakdeel R om een as te roteren.

Voorbeeld 5.5.3: Een bol is een omwentelingslichaam: Roteer een halve cirkel om de
middellijn bepaald door de eindpunten van de halve cirkel. S

STELLING 5.5.3 Als het vlakdeel R begrensd wordt door de z-as, de lijnen = a en

z = b en de grafiek van een functie f, dan is het volume van het omwentelingslichaam,
verkregen door R om de z-as te roteren gelijk aan

V= /abn'(f(x))z dz.

Bewijs: Als we het lichaam snijden met vlakken loodrecht op de z-as, dan is het snijvlak
een cirkel met straal | f(z)|. Dus

Alz) = (If(2)))* = 7 (f(2))*-

Toepassen van stelling 5.5.2 levert het gestelde. U
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Voorbeeld 5.5.4: Een bol met straal R kan verkregen worden door een halve cirkel met
straal R om de z-as te winden. We kunnen deze halve cirkel zien als het vlakdeel ingesloten
door de z-as en de grafiek van de functie f(z) = v R? — z? (de vergelijking van de cirkel
met straal R en middelpunt (0,0) is immers z? 4+ y? = R?). De inhoud van de bol is dus
gelijk aan

R R

V= / m(f(z))? dz = /Rﬂ'(R2 —z%) dz.
-R

Inderdaad komt hier de bekende formule voor de inhoud van een bol uit: gﬁrrR3. -

5.5.3 Lengte van een grafiek

In deze paragraaf laten we zien dat de lengte s van de grafiek van een differentieerbare
functie f op een gesloten begrensd interval [a, b] te beschrijven is met een integraal. Hiertoe
verdelen we de grafiek in allemaal korte stukjes en we benaderen de lengte van elk van
deze stukjes met de afstand tussen de eindpunten van deze stukjes (zie figuur 5.18). De
som van deze afstanden is een benadering voor de lengte van de grafiek.

FIGUUR 5.18: De lengte van de grafiek van een functie

Welnu, we kiezen op de grafiek van f de punten Py, P,..., P,, waarbij P, = (a, f(a)),
P, = (b, f(b)) en P, = (z;, f(z;)) (¢=1...n). (De keuze van deze punten correspondeert
dus met een partitie P = {zo,%1,...,2,}.) Als we de afstand tussen de punten F;_; en
P; noteren met |P;_,F;| krijgen we

n
s~ ZiR‘-lPil-
i=1

Deze benadering wordt beter als we de grafiek in meer en kortere stukjes opdelen.
Nu geldt

PPl = /(5 = mim1)? + (f(@s) — f(zi-1))™ (5.1)
Omdat we naar een Riemann-som toe willen werken, moeten we |P;_;P;| schrijven als
product van een functiewaarde met Az;. We gaan dat forceren: Uit formule 5.1 volgt

|Po1 P = \/1 + (f(a:,-) - f(xi_1)>2($i -z 1)

T; — Ti-q
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- \/1 + (f(mm) — ﬁi‘“l))zAm.

Omdat Az; klein genomen dient te worden, geldt

f(zi) - f‘(zi—l) ~ fl(xi)7

T; — Ti-1

zodat

|Pio1 By & 1+ (' ()’ Ag;.
Dus n

s~ Y \/1+ (f(2:) Az,

i=1

en dit is een Riemann-som bij de integraal

IRERE

We hebben de volgende stelling:

STELLING 5.5.4 De lengte s van de grafiek van een differentieerbare functie f op het

interval [a, b] is gelijk aan
b
[ Vit (@) de.

Voorbeeld 5.5.5: De lengte van de parabool y = z% met z € [-2,2] is gelijk aan

/: \/ 1+ (2z)2 dz.

5.5.4 Arbeid

Als een deeltje onder invloed van een kracht een zekere weg aflegt, wordt er door deze
kracht arbeid verricht. We gaan in deze paragraaf een uitdrukking voor de arbeid bepalen.

Daartoe moeten we ons eerst bewust zijn van de definitie van het natuurkundige begrip
arbied.

Definitie: De arbeid W verricht door een constante kracht F bij een (rechtlijnige) ver-
plaatsing As is gelijk aan het inwendig product van F en As, in formule

W=F+As=F-As-cosa,

waarbij @ de hoek is tussen de kracht en de verplaatsing. (De letters F en As zijn vet
gedrukt om aan te duiden dat het hier om vectoren gaat, terwijl F' en As voor de grootte
van de kracht en de verplaatsing staan, dus F = ||F|| en As = ||As||. Verder staat de
dikke punt voor het inwendig product.)
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We vragen ons nu af wat de arbeid is die verricht wordt door een eventueel niet constante
kracht bij een kromme baan. We behandelen dit voor het geval de kracht en de baan in
het platte vlak liggen. Voor de ruimte gaat het analoog.

Welnu, veronderstel dat het deeltje op tijdstip ¢ op plaats (z(t),y(t)) is (¢ € [a,b]). Dus
2(t) is de z-codrdinaat van het deeltje op tijdstip ¢ en y(t) de y-codrdinaat (zie figuur 5.19).
Omdat de kracht veranderlijk is en de verplaatsing geen rechtlijnige, kunnen we de definitie
van arbeid niet zo maar toepassen. We verdelen de doorlopen baan daarom in een groot

(=(t),5(¢))

2(5)

FIGUUR 5.19: De afgelegde baan van een deeltje

aantal kleine stukjes, zo klein dat deze bij benadering als recht beschouwd mogen worden.
De kracht, verricht bij zo’n klein stukje verplaatsing, is bij benadering constant. Op zo’n
klein stukje kunnen we de definitie dus wel toepassen en daarmee de arbeid op dit kleine
stukje baan bij benadering uitrekenen. De totale arbeid is dan (bij benadering) gelijk aan
de som van al de gevonden arbeiden.

F.(te)

y(ti) 1

y(ti-1) 1

FIGUUR 5.20: Een paar stukjes van de baan

Veronderstel nu dat we de baan in n kleine stukjes verdeeld hebben. Het i—de stukje
correspondeert met een tijdsinterval [t;_1,t;] ({p = a en t, = b). Het stukje baan loopt dan
van het punt P;_; met coordinaten (z(t;_;),y(ti—1)) naar het punt P; met codrdinaten
(z(t:),y(t:)). De verplaatsing As; binnen dit stukje is nu bij benadering gelijk aan de
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vector die van P,_; naar P; gaat (zie figuur 5.20), dus

~ fl)(t,) - (B(t,'_l)
A~ [ y(t:) —y(ti-1) ]

De kracht veronderstellen we op het stukje baan Pi_iP; constant gelijk aan F(t;), in
vectornotatie
Fx (tz)
F t,' = .
( ) [ 12 y(ti) }
Voor de arbeid W; verricht op dit stukje van de baan geldt dus

VV,’ ~ F(t,‘) 'AS,’,

zodat de totale arbeid W ongeveer gelijk is aan

W= EF(t,) . AS;, (52)

i=1
Omdat de benadering beter wordt als we de kromme in kleinere stukjes verdelen en om-
dat de laatste uitdrukking op een Riemann-som lijkt, zeggen natuurkundigen: De arbeid

verricht door een veranderlijke kracht F bij een verplaatsing van A naar B via een niet
per se rechte baan is gelijk aan

B
W:/ F. ds.
A

Echter, wij herkennen nog geen Riemann-som in uitdrukking 5.2. De door ons gebruikte
variabele is immers de tijd ¢, dus de Riemann-som moet van de vorm X f (&)At; zijn, waar-
bij & een tijdstip tussen t;_; en t; is. We gaan uitdrukking 5.2 daarom verder analyseren.
We schrijven hem eerst uit:

W Z [ E (%) } , [Z(m ~ o (ti-n) ]

Fy(t:) (t:) = y(ti-1)

= D (Fe(t:) (=(t:) — a(ti-1)) + Fy(t:) (w(t:) — y(t:i-1)))

i=1

Net als in de vorige paragraaf forceren we met behulp van de laatste formule als volgt weer
een Riemann-som:

N N O e P

ti —tica ti —tioa
(At; is immers t; — t;_;). Omdat At; klein genomen wordt, volgt

t;) — o(ti t;) — y(ti
o) o) |y e WU
;i —ti ti — i1

zodat

n

WY (Fa(t)2'(t:) + Fy(t)y'(8:)) At

i=1



5.5. Interpretaties van de integraal 213

Dit is een Riemann-som bij

[ E@eo+Reyoa= [ o6

st = [ y(t) ] '
We concluderen nu

STELLING 5.5.5 Als een deeltje een baan s(t) met t € [a,b] aflegt onder inviced van
een kracht F(t), dan is de arbeid die deze kracht verricht op het deeltje gelijk aan

/ABF. ds:/abF(t)-s’(t) dt.

Voorbeeld 5.5.6: We gaan de arbeid berekenen die de aarde verricht op de maan als
deze een halve baan om de aarde aflegt. We nemen daarbij aan dat deze baan cirkelvormig
is. Verder veronderstellen we dat de maan op tijdstip 0 in punt A is en op tijdstip 1 in
punt B (zie figuur 5.21). Ga na dat geldt

waarbij

FIGUUR 5.21: De baan van de maan om de aarde

_ | z(@) | _| Rcosmt
s(t) = [ y(t) ] - [ Rsinwt ] '
met t € [0,1].

Voor de grootte van de kracht, die de aarde op tijdstip ¢ uitoefent op de maan, geldt
(onafhankelijk van t) F = G%, waarbij m de massa van de maan is, M de massa van de
aarde, R de afstand van het middelpunt van de aarde tot het middelpunt van de maan en
G de gravitatieconstante. Echter, dit is slechts de grootte van de kracht. We hebben de
kracht als vector nodig!!! We bepalen die vector: Als we ons in het punt (z,y) bevinden,
wijst de vector

it
Yy

in de richting van de oorsprong en dus in de richting van de kracht. Omdat op de baan
geldt z = z(t) = Rcost en y = y(t) = Rsinwt, volgt dat de vector

_ Rcoswt
Rsin nt
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de richting van de kracht is op tijdstip . Omdat de lengte van deze vector R is, geldt

mM 1 [ Rcosnt ] GmM [ cos Tt ]

F(t) =" R2 "R | Rsinnt R2 sin 7t

We concluderen
1

W = F(t)s'(t)dt
0

_ ! _g™M c?s7rt .| ~Bmsinmt |
0 R? | sinmt Rmcosmt

1

0

= 0.

Dit hadden we al kunnen inzien: De kracht staat steeds loodrecht op de verplaatsing,
zodat het inwendig product nul moet zijn en dus de arbeid ook. -

OPGAVEN (bij §5.5)

d 25. Bepaal de oppervlakte van het gebied dat begrensd wordt door
(a) de lijnen z =0, z = I en de grafieken van de functies f(z) =3+ 1z en g(z) =sinz;

(b) de z-as, de y-as en de kromme met vergelijking 23 +y? =a? met a> 0.

h 26. Bepaal de oppervlakte van het gebied dat ingesloten wordt door de ellips met vergelijking
22 y?
— + e

h 27. Bepaal de oppervlakte van het gebied dat begrensd wordt door de lijnen y = —1, y = 10,
de y-as en de grafiek van de functie f(z) =Inz.

t 28. Bepaal het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het gebied dat begrensd
wordt door de lijnen y =0, 2 = 1, z = 3 en de kromme y = 2°

(a) te wentelen om de z-as;
(b) te wentelen om de y-as

h 29. (a) Schets het lichaam dat ontstaat door het gebied dat begrensd wordt (z—10)2+y? =1
te wentelen om de y-as. Dit lichaam wordt een torus genoemd.

(b) Bepaal het volume van deze torus.

(c) Druk de inhoud van een torus uit in zijn parameters r en R, waarbij r de straal is van
de cirkel die gewenteld wordt, en R de afstand is van het middelpunt (van de cirkel
die gewenteld wordt) tot de omwentelings-as

t 30. Bepaal het volume van het omwentelingslichaam dat ontstaat door het gebied dat begrensd
wordt door de lijn y = = en de parabool y? = 4z te wentelen om de lijn

(a) z=4;
(b) y=4.
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In figuur 5.22 wordt een lichaam G gegeven dat begrensd wordt door de vlakken z = 0 en
z = 6. De doorsneden van G met de vlakken loodrecht op de z-as zijn vierkanten waarvan
de bases tussen de z-as en de kromme z% + y? = /6 liggen. Bepaal het volume van G.

FIGUUR 5.22: De figuur bij opgave 31

Gegeven twee cilinders met straal 1, die elkaar loodrecht snijden. Laat V' het lichaam zijn
dat begrensd wordt door deze cilinders. v

(a) Ga na dat het lichaam beschreven wordt door
{(z,9,2) | 2 +9* <1}N{(z,y,2) | &* +2° < 1}

(b) Beschrijf de snijfiguur van V' met het vlak z = o waarbij o € R.

(c) Bepaal het volume van V.

. Bepaal de inhoud van een kegel waarvan het grondvlak een ellips is die bepaald wordt

2

door de formule —:;—2- + %; =1 en waarvan de hoogte h is.

We willen van een functie f op [a,b] zijn booglengte ! op een andere manier bepalen dan
gedaan is in §5.5.3. Daartoe benaderen we de grafiek met een trapfunctie (zie figuur 5.23).
De lengte ! benaderen we vervolgens met

[N Tp—_—

L s

FIGUUR 5.23: De figuur bij opgave 34

Z(($i+1 —z;) + (f(zig1) — f(z3)).

(a) Ga na dat deze formule de “lengte van de trap” geeft, als de partitie van het interval
[a,b] gelijk is aan {zo,Z1,...,Zn}.
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(b) Forceer op de manier van bladzijde 209 een Riemannsom.
(c) Geef een bijbehorende integraal.
(d) Bereken de booglengte van y = z* met z € [0,1] m.b.v. deze integraal.

(e) Bereken de booglengte ook met de formule die afgeleid is in §5.5.3 en trek uw con-
clusies.

Een puntmassa bevindt zich in een krachtveld F in de ruimte. In punt (z,y, 2) wordt
de kracht die, onder invloed van dit krachtveld op de puntmassa werkt, gegeven door

Ty
F(z,y,2) = y |. De plaatsvector s(t) van de puntmassa wordt gegeven door s(t) =
—yz
t
t> | waarbij ¢ € [0,1].
t

(a) Bepaal de arbeid verricht door de kracht F.

(b) Hoeveel arbeid verricht F als het deeltje langs dezelfde baan beweegt maar nu in
tegengestelde richting?

. Gegeven een deeltje dat in een plat vlak via een epaalde baan van punt A naar punt

B beweegt. We kiezen een codrdinaten-stelsel zo dat punt A in de oorsprong ligt (zie
figuur 5.24).

deeltje

FIGUUR 5.24: De figuur bij opgave 36

(a) Ga na dat als het deeltje zich in het zwaartekrachtsveld bevindt, de zwaartekracht F

die in het punt (z,y) op het deeltje werkt gegeven wordt door F(z,y) = [ —gzg }

Bereken de arbeid verricht door de zwaartekracht voor de volgende twee banen:

t
(b) s(t) = bt met t € [0,1] (het deeltje gaat dus in een rechte lijn van het punt

A = (0,0) naar het punt B = (1,h)).

t
(c) s() = he? met t € [0,1] (het deeltje gaat dus in een paraboolbaan van het punt
A = (0,0) naar het punt B = (1,h)).
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(d) Beschouw nu een willekeurig pad van A naar B en laat zien dat de arbeid verricht
door de zwaartekracht gelijk is aan —mgh.

Een kromme & kan beschreven worden door een zogenaamde parametervoorstelling x(t) =

[ z(t)

y() ] met t € [a,b]. We gaan in deze opgave een formule voor de booglengte I van &

bepalen. Daartoe nemen we een partitie P = {to,%1,...t,} van [a,}] .
(a) Ga middels een plaatje na dat de booglengte I wordt benaderd door de uitdrukking

i \/(a:(t,) —z(tiz1))? + (y(&:) — y(t=i))%

i=1

(b) Forceer op de manier van bladzijde 209 een Riemannsom.

(c) Laat zien dat de booglengte | van k gegeven wordt door

1= [ eor+ vor
(

(a) Geef een geschikte parametervoorstelling ®(t) = [ z (z)

)

(b) Bereken hiermee en met behulp van opgave 37 de omtrek van de cirkel.

2 2
(c) Dezelfde vraag als (a), maar nu voor de ellips i;—z- + %5 =1.

(d) Stel een integraal op die de omtrek van de ellips bepaalt.

} van een cirkel met straal r.

Helaas bestaat er van deze integrand geen primitieve die uitgedrukt kan worden in de
ons bekende standaardfuncties (op sommige waarden voor a en b na). Om de lengte van
een ellips te bepalen zijn we dus aangewezen op zogenaamde numerieke methoden. Deze
worden behandeld in §5.6 (zie bijvoorbeeld opgave 45).

5.6 Numerieke integratie

Laat f een continue functie zijn. We hebben gezien dat de bepaalde integraal | ab f(z)dz
dan bestaat. De ideale manier om deze bepaalde integraal te berekenen ging via een
primitieve G van f, waarbij deze primitieve uitgedrukt moet zijn in elementaire functies.
In 5.4.1 hebben we echter opgemerkt dat dit laatste niet altijd lukt. Voorbeelden hiervan
zijn de functies s—“;‘i en 1+ z% Primitieven hiervan zijn niet uit te drukken zijn in
elementaire functies. Verder zijn er vele functies waarvan het uitdrukken van primitieven
in elementaire functies zeer lastig is. In zulke gevallen zullen we de integraal moeten
benaderen. Dit zou bijvoorbeeld kunnen op de manier van §5.1, dus middels Riemann-
sommen. Deze methode is echter niet favoriet, omdat de fout bij de benadering vrij groot
is: We moeten het integratie-interval in vele sub-intervallen verdelen om een nauwkeurige
schatting van de integraal te verkrijgen. In deze paragraaf zullen we een tweetal betere
numerieke methoden behandelen: De trapeziumregel en de Simpsonregel. Deze regels
stellen ons in staat een integraalwaarde te schatten met iedere gewenste nauwkeurigheid.
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Het idee achter deze benaderingsmethoden is het volgende: We verdelen het interval
[a,b] in deelintervallen van gelijke lengte. Op elk van deze deelintervallen vervangen we
f door een polynoom die op het betreffende interval een aantal punten met f gemeen
heeft. Hierna gaan we de gevonden polynomen op het betreffende deelinterval integreren.
De gevraagde benadering wordt de som van elk van deze resultaten. Gebruikmaking van
eerstegraadspolynomen leidt tot de trapeziumregel en gebruikmaking van tweedegraad-
spolynomen leidt tot de Simpsonregel. (Merk op dat Riemann-sommen ook zo werken:
We vervangen f dan op elk van de deelintervallen door een constante, en dat is een nulde-
graadspolynoom!)

5.6.1 De Trapeziumregel

We willen [’ f(z) dz benaderen. Daartoe verdelen we het interval [a,b] in n deelintervallen
van lengte

b (b;a)

We krijgen zo een partitie {Zo,%1,...,%a} van [a,b]. Hierna verbinden we de punten
(zi_y, f(zi=1)) en (z;, f(z;)) met een lijnstuk. Deze lijnstukken vormen, samen met de
corresponderende verticale lijnen vanuit de eindpunten van de subintervallen, trapezia.
De som van de oppervlakten (met + of — teken) geven een benadering van | * f(z) dz, zie
figuur 5.25.)

(zn,f(zn))

T,=b

(.’L‘o,f(a
(z2,f(z2))

(mJth))

FIGUUR 5.25: De trapeziumregel
We gaan een formule voor deze benadering afleiden. Hiertoe nemen we eerst het i—de
subintervalletje [z;_;,z;] apart en we bepalen de oppervlakte ©; van het bijbehorende

trapezium met behulp van figuur 5.26: Deze is gelijk aan de helft van de rechthoek met
breedte h en hoogte f(zi—1) + f(z:), dus

O; = §h(f(aim) + F(2:))

Nu kunnen we de som T}, van de oppervlakten van alle trapezia bepalen:
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fmic)+fz)F———-—— -

f(z:)

f(-’l"i—l)

h

Ti-1 Ty

FIGUUR 5.26: De oppervlakte van een trapezium

T, = O1+0;+--+0,
= $h(f(zo) + f(21) + 3h(f(z1) + f(22)) + -+ 3h (f(@n-1) + f(2n))

= 3h(f(zo) +2f(z1) + 2f(z2) + -+ - + 2f(€n-1) + f(a))
Dit leidt tot het volgende:

STELLING 5.6.1 (De trapeziumregel) Zij f een op het interval [a,b] continue func-
tie. Zijm€ Nenh= "—;ﬂ Dan kunnen we

b
[ 1@ da
benaderen met

Th = Lh (f(zo) +2f(21) +2f(22) + -+ + 2 (Tu=1) + f(z0))

waarbij zo =a, xy =a+h, 2 =a+2h,..., 2,1 =a+ (n—1)h, 2, =a+nh=> (we
verdelen [a,b] dus in n deelintervallen van gelijke lengte).

Voorbeeld 5.6.1: We gebruiken de trapeziumregel om flz z?dz te schatten. Daartoe
verdelen we [1,2] in 4 deelintervallen. Dus h = %, 2o = 1, z; = 1%, 2, = 13, 23 = 1 en
z4 = 2. Er volgt

/12a:2d:1; ~ T
= 1h(f(zo) +2f(z1) +2f(z2) + -+ + 2f (Taz1) + f(20))
= s(1+2-§+2-%+2-75+4)
= I =29,34375.

De exacte waarde wordt gegeven door

2 2 132 7
-/1 z°dz = 3z l =3=2,333...

1
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Blijkbaar geeft de trapeziumregel een overschatting van iets meer dan 0.01. Ga zelf met een
tekeningetje na dat de trapezia inderdaad iets boven de grafiek van f(z) = z? uitsteken.

p— ]

In het voorgaande hebben we aannemelijk gemaakt dat een integraal met de trapezi-
umregel benaderd kan worden. Verder suggereren plaatjes dat de benadering beter wordt
als we n (d.w.z. het aantal subintervallen) laten groeien, en dus de “stapgrootte” h af
laten nemen. Als f maar voldoende netjes is, dan kunnen we bewijzen dat dit alles ook
echt geldt. We kunnen dan namelijk een bovengrens voor de absolute waarde van de fout
geven, zoals de volgende stelling vermeldt. We zullen deze stelling niet bewijzen. Ga nog
na dat de fout, die we noteren met Rr, gegeven wordt door

b
RT=/ f(z)dz — Th.

STELLING 5.6.2 (Nauwkeurigheid van de trapeziumregel) Zij f een functie met
continue tweede afgeleide op [a,b]. Laat M een bovengrens zijn voor | f"'(z)| op [a,b]. Dan
geldt

b—a, ,
2hM.

b
(Brl=| [ f(e)do~Til <
Hierbij is T}, de formule uit stelling 5.6.1

Inderdaad blijkt uit deze stelling dat de maximale fout kleiner wordt als we het aantal
subintervallen groter maken: h wordt dan namelijk kleiner.

Opmerking : We merken nog op dat het getal M in veel gevallen lastig te vinden is.
Tegenwoordig kunnen we met behulp van computers vaak wel snel een schets van functies
maken, en dus ook van de functie f”. Uit deze schets kunnen we dan een bovengrens voor
f" aflezen. Natuurlijk is dit geen correcte methode, maar in veel gevallen wel afdoende.

Voorbeeld 5.6.2: Geef een bovengrens voor de (absolute waarde van de) fout als we

1
/ Tsinz dz
0

benaderen met de trapeziumregel in 10 stappen.
Aldus: Deze bovengrens wordt volgens bovenstaande stelling gegeven door

b—a

2
2 h*M.

In ons geval is b= 1 en a = 0. Verder is h = 222 = L. Er rest ons het getal M te zoeken.
Dit is een bovengrens voor de functie

|f"(z)] = |2cosz — zsin z],
op het interval [0, 1]. Volgens de driehoeksongelijkheid geldt

|f"(z)| =|2cosz — zsinz| < 2|cosz|+|z| - |sinz| <2-1+1-1=3,
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want 0 < z < 1, zodat |z| < 1. We kunnen dus M = 3 nemen en voor de fout Rr geldt
|Rr| < & - (&)” - 3 = 0.0025.

De (absolute waarde van de) fout bij benadering van de integraal met de trapeziumregel
voor n = 10 is dus hooguit 2.5-1073. -

Voorbeeld 5.6.3: We willen m.b.v. de trapeziumregel

™
/ sin z%dz
0

schatten tot op 5 cijfers achter de komma. Dit betekent dat de fout tussen —0.000005 =
—5-10"% en 0.000005 = 5 - 10~°® moet liggen. Met andere woorden: De absolute waarde
van de fout mag hooguit 5 - 10~° zijn. De vraag is hoe groot we n moeten nemen.
Voor de fout |Rp| geldt
b—a
12

|Rr| < h*M.

Als we er voor zorgen dat het rechterlid op zijn beurt kleiner is dan 5 - 105, weten we
zeker dat de fout in de benadering dit ook is! We lossen dus op

b—

a, 2 .10-6
12h,M<5 107°.

Welnu, in onze situatie is b = 7 en a = 0. Verder is M een bovengrens voor f”(z) op het
interval [0,7]. Nu is
f"(z) = 2cos z? — 4z% sin z°.
We kunnen (eventueel m.b.v. van een computer) de grafiek van f”(z) schetsen op [0, 7] en
inzien dat |f”(z)| < 35 op [0,7]. We nemen dus M = 35.
Merk verder op dat

b= b—a _ _71.
n n
We moeten dus oplossen
b—a 3573
h’M = -1076.
12 M o2 <5-10
Dit geldt als
n?> 3573
12-5-10-8°

Dus als

n> 3570 495288
12.5-10-5 L

Als we n dus bijvoorbeeld 5000 nemen, hebben we aan de eis voldaan. Uiteraard rekenen
we deze benadering niet met de hand door. ———
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5.6.2 De Simpsonregel

In de vorige paragraaf hebben we een interval in n deelintervallen van gelijke lengte
verdeeld en de bijbehorende punten (z;_i, f(zi-1)) en (z;, f(z:)) op de grafiek van een
functie f met een lijnstuk verbonden. De som van de oppervlakten van de zo ontstane
trapezia gaven toen een benadering voor de integraal.

Bij de Simpsonregel doen we iets dergelijks: We verbinden de genoemde punten nu
niet met een lijnstuk, maar met een parabool. De vraag is alleen: Lukt dat altijd? Het
antwoord is ja, als we een derde punt in de beschouwing betrekken. De volgende stelling
zegt namelijk dat door elk drietal punten (die niet op een lijn liggen, en waarvan de z-
codrdinaten allemaal verschillend zijn) precies één parabool gaat (zie ook figuur 5.27).

(ﬂfoyyu)l

|

]

1

|

: '(-‘Bzyyz)
:

: (z1,41)

|

1

|
|
!

Zo T T2

FIGUUR 5.27: Door een drietal punten gaat precies één parabool

STELLING 5.6.3 Bij een drietal punten met verschillende z-coérdinaten bestaat precies
één functie f van de vorm f(z) = ao+a,2+ayz?, waarvan de grafiek door die drie punten
gaat. Deze grafiek is een rechte als de punten op één lijn liggen en een parabool als dat
niet het geval is.

Bewijs: Noem de punten (zo,%), (%1,¥1) en (Z2,¥2). Dan moet gelden

f(ﬂvo) = Yo, f($1) =Y, €n f(xz) = Y-

Met andere woorden:
ag + a17o + azi = Yo
ao+ a7y + az =1y,
ao + 4175 + azz3 =y,

Dit komt overeen met de matrixvergelijking
1 zo 3} ao Yo

1 z, zf a | = | W%
1 =, z3 a; Y2
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Nu is de determinant van de matrix gelijk aan (z; — zo)(z2 — %o)(z2 — z1). Omdat z,,
T, en z, allemaal verschillend zijn, is de determinant ongelijk aan 0 en de matrix dus
inverteerbaar. We kunnen concluderen dat er precies één oplossing voor ag, a; en a, is. OJ

We bekijken nu de speciale situatie dat we drie punten (zg,yo), (z1,¥1) en (z2,y2) hebben,
waarvoor geldt dat zo < z; < z; en dat z; het midden is van het interval [zo,z,]. Het
verschil z; — o noemen we h. Merk op dat dan z, = zo+h en z; = zo+2h (zie figuur 5.28).
We krijgen de volgende stelling:

STELLING 5.6.4 Zijry € Ren h > 0. Laat verder 1 = xo + h en 2o = 2o +2h. Zij
p het polynoom van graad 1 of 2, waarvan de grafiek door de punten (zo,yo), (z1,¥1) en
(z2,Y2) gaat. Dan geldt

zo h
/ p(z)dz = g(yo + 4y1 + y2)-

(zo,yo)‘

FIGUUR 5.28: De oppervlakte is gelijk aan 2h(yo + 4y1 + y2)

Bewijs: Merk op dat [;” p(z) dz gelijk is aan

h

/ q(z) dz,

~h

waarbij ¢(z) = Az? + Bz + C de eerste- (als A = 0) of tweedegraadsfunctie is, waarvan

de grafiek door de punten (—h,yo), (0,y;) en (h,y,) gaat. (In feite hebben we de y-as van

de oorspronkelijke situatie verschoven naar de verticale lijn met z-co6rdinaat z;). Nu is
h h 1 1 h 1

/ ¢(z) do = / (A" + Bz +C) do = (342° + 5 Ba" +Cx)|_ = :h(24h* +6C) (5.3)

-h —h -

Omdat de grafiek van ¢ door de 3 punten (—h,yo), (0,:) en (h,y.) gaat, komen we tot

de volgende 3 vergelijkingen

y():Ahz—-Bh-[-C
n=C
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De tweede vergelijking geeft C = y; en de som van de eerste en de derde 24h%* +2C =
Yo + y2. Er volgt nu met vergelijking 5.3 dat

T h 1 1
/ pl(z) dz = / g(z)do = 3h(2AR* +2C +4C) = gh(yo + 4ys +v2)

0 -
hetgeen we wilden bewijzen. U

We zijn nu zo ver dat we de Simpsonregel kunnen afleiden. Het doel is weer een bepaalde
integraal [ : f(z) dz te benaderen. Hiertoe verdelen we, evenals bij de trapeziumregel,
het interval [a,b] weer in n subintervallen van gelijke lengte. We krijgen zo een partitie
{0, Z1,...,Zn} van [a,b]. Hierna verbinden we de punten (ziz1, f(zi-1)) en (24, f(z:)) met
een parabool p;. Het derde punt wat we hierbij gebruiken is het punt (t;, f(t:)), waarbij
t; het midden van het i—de subintervalletje [z;_1,2;] is (zie figuur 5.29). De som van de
integralen

/ ‘ pi(z) dz

geeft een benadering van [, : f(z) dz (zie figuur 5.29). Met behulp van stelling 5.6.4 kunnen

/
(z0,f(z0))

FIGUUR 5.29: De simpsonregel

we heel snel een formule voor deze benadering afleiden. Als we de afstand van het randpunt

tot het midden van een subintervalletje namelijk  noemen (er geldt h = (b—a)/2n), geeft
genoemde stelling:

i

pi(e) dr = zh(f(zin) +45(8) + 1 (2).

Ti-1
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Nu kunnen we de som S}, van deze integralen bepalen:

S = [Dp@)de+ [P pa(z)da+ ...+ [0 pa(z)de
= 3h(f(o) +4f(tr) + f(z1)) + 3 (f(z1) +4S(t2) + f(22)) + -+
3h (f(a-1) +4f(ta) + f(24))
= 3h(f(zo) +4f (1) +2f(z1) +4f(t2) + -+ 2f (2n-1) + 4f(ta) + f(20)) -
Dit leidt tot het volgende:
STELLING 5.6.5 (De Simpsonregel) Zij f een op het interval [a, b] continue functie.

ZijneNenh= 5’;—:. Dan kunnen we

[ 1@

benaderen met

Sh = 3h (f(zo) +4f(t) + 2f (1) + 4f (t2) + -+ + 2f (Tn-1) +4f () + f(20)) -
Hierbij 1s

To=a, 2 =a+2h, z,=a+4h,..., 2,1 =a+2(n—-1)h, 2, =a+2nh=0>
(we verdelen [a,b] dus in n subintervallen), en

ti=a+h,ty=a+3h,..., t,=a+ (2n - 1)h

(dus t; is het middelpunt van [z;_,,z;]).

We noemen h de stapgrootte van de Simpsonregel.

1
Voorbeeld 5.6.4: We gebruiken de Simpsonregel met b = % (en dus n = 2) om / 5z*dx
te benaderen. °
Aldus: Omdat n = 2, verdelen we het interval [0,1] in twee subintervallen. We vinden
zo =0, z; =  en z, = 1. Verder geldt dat ¢t; =  en ¢, = 3. De benadering wordt dus

Sy = 3h(f(0)+4f(3) +2f(3) +4f(D) + (1))
— BO0+d A2 S48 1)
= 1,00260.

-

De exacte waarde is 1. De benadering is dus niet slecht! (De trapeziumregel geeft (met
h = %) een benadering van 1.10352.) -

Ook bij de Simpsonregel wordt de fout van de benadering in het algemeen kleiner als de
stap-grootte h afneemt. Net als bij de trapeziumregel bestaat er een stelling die aangeeft
wat de fout maximaal is. Merk op dat de fout bij benadering van een integraal met de
Simpsonregel, die we noteren met Rg, gegeven wordt door

Rsz/bf(z)da:—S,,.
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STELLING 5.6.6 (Nauwkeurigheid van de Simpsonregel) Zij f een funciie met
continue vierde afgeleide op [a,b]. Laat M een bovengrens zijn van | f®(z)| op [a,b]. Dan

geldt
b

180 h

(Bsl =1 [ 1) ds =5l < M.

Hierbij is Sy de formule uit stelling 5.6.5.

Voorbeeld 5.6.5: In voorbeeld 5.6.4 hebben we fol 5z dz benaderd met de Simpsonregel
voor h = 3. We zullen nu berekenen wat de fout bij deze benadering maximaal is. Als we
schrijven f(z) = 5z*, dan volgt dat f®(z) = 120. We nemen dus M = 120, zodat
b—a
< ‘M
Bl < g "
1 1
m0 (@
1

= — 261.
384 < 0,00261

4.120

De fout is dus hooguit 3 - 1073. -

Opmerking 1: Als we de trapeziumregel en de Simpsonregel toepassen met dezelfde

stapgrootte h vinden we voor de maximale fout bij de benadering met de trapeziumregel

b—a
12

IRTI S th,

waarbij M een bovengrens is voor de tweede afgeleide. Bij benadering met de Simpsonregel

geldt

b—a
180

waarbij M een bovengrens is voor de vierde afgeleide. Over de M in beide afschattingen
kunnen we weinig zeggen. Echter, h is in beide gevallen gelijk en b — a ook. De factor
(b — @)/180 is natuurlijk 15 keer zo klein als de factor (b — a)/12. Verder nemen we h in
het algemeen klein, en voor kleine h geldt dat h* véél kleiner is dan h2?. Neem bijvoorbeeld
h = 1. Dan h? = 0.04 en h* = 0.0016. We zien dus dat de maximale fout, bij kleine
stapgrootte, gemaakt met de Simpsonregel in het algemeen kleiner is dan de maximale
fout gemaakt met de trapeziumregel. Het rekenwerk om de benadering te krijgen is echter
gelijk! (We moeten in beide gevallen evenveel functiewaarden berekenen om de benadering
te vinden.)

IRSI S h4M7

Opmerking 2: De (maximale) fout in de trapeziumregel hangt (na keuze van de functie
en het integratieinterval) slechts af van h?. We zeggen wel dat de fout van de orde h?
is. Als we stelling 5.6.2 iets beter analyseren zien we dat er ook het volgende staat: De
maximale fout bij benadering van een integraal met de trapeziumregel is O(h?) (Zie §4.4,
formule 4.5). Evenzo geldt: De maximale fout bij benadering van een integraal met de
Simpsonregel is O(h*). Ga na dat dit betekent dat geldt: Als de stapgrootte (bijvoorbeeld)
4 keer zo klein genomen wordt, dan wordt de fout ongeveer 4* = 256 keer zo klein.
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Voorbeeld 5.6.6: In voorbeeld 5.6.3 wilden we

™
/ sin z2dz
0

m.b.v. de trapeziumregel schatten tot op 5 cijfers achter de komma. We vonden dat we
n daarvoor ongeveer gelijk aan 5000 moesten nemen. De stapgrootte is dan m/5000. We
gaan dit nu doen met de Simpsonregel. De fout moet weer liggen tussen —5-107° en
5-10~ en is dus maximaal 5-10~%. De vraag is met welke stapgrootte we dit voor elkaar
kunnen krijgen.
De maximale fout is ';—;Ogh“M , waarbij M een bovengrens voor f(*) is. Als we er dus
voor zorgen dat
b—a
180
weten we zeker dat de fout in de benadering wordt zoals gewenst.
We lossen dit op. In onze situatie is b = 7 en a = 0. Verder is M een bovengrens voor
f@®(z) op het interval [0,7]. Nu is

R*M < 5-107¢,

f@(z) = 162*sin 2? — 482 cosz* — 12sin 2.

We kunnen (eventueel m.b.v. van een computer) de grafiek van f(*)(z) schetsen op [0, 7]
en inzien dat |f{(z)| < 1200 op [0,7]. We nemen dus M = 1200.
Merk verder op dat

b-a s
h = = -
2n 2n
We moeten dus oplossen
b—a , 12007° 6
= — -107°.
180 180-2“'714<5 0

Dit geldt als n > 72. Voor n = 72 wordt de stapgrootte 7/144. We hebben een stuk
minder berekeningen nodig, dan met de trapeziumregel! (144 functiewaarden met de
Simpsonregel tegen 5000 functiewaarden met de trapeziumregel.) N

5.6.3 Foutschattingen op een tweede manier

In de voorgaande paragrafen hebben we verteld hoe we een bovengrens voor de fout in de
benadering van een integraal met de trapeziumregel of de Simpsonregel konden vinden.
Een nadeel hierbij is dat we een bovengrens van f(?) (trapeziumregel) of f*) (Simpsonregel)
nodig hebben.

In deze paragraaf geven we een methode die dit probleem niet heeft. Een nadeel van
deze methode is echter dat we slechts een schatting van de fout krijgen. Dit betekent dat
de werkelijke fout best iets meer kan zijn dan wat we berekenen! De methode is gebaseerd
op die van paragraaf 2.5 waar we geleerd hebben hoe we met een (beperkt) aantal termen
van een rij een benadering konden geven voor de limiet en de convergentiefactor van die
rij. Met de convergentiefactor konden we een schatting voor de fout geven.

In het geval van de benadering van een integraal gaan we in bovenstaande context
als volgt te werk: We maken een r1ij benaderingen van de integraal door herhaald een
numerieke methode toe te passen (bijv. de trapeziumregel of de Simpsonregel) waarbij de
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stapgrootte telkens gehalveerd wordt. Uit de vorige paragrafen volgt dan dat de limiet van
deze 1ij gelijk is aan de waarde van de integraal. Verder kan de volgende stelling bewezen
worden:

STELLING 5.6.7 De rij die we verkrijgen door herhaald de trapeziumregel toe te passen
waarbij de stapgrootte telkens gehalveerd wordt, heeft een convergentiefactor i—. Bij toepass-
ing van de Simpsonregel is de convergentiefactor 11—6.

Opmerking 1: Het bewijs van deze stelling valt buiten het bestek van deze cursus.
Intuitief is het wel in te zien. In de vorige paragrafen hebben we namelijk gezien dat bij
halvering van de stapgrootte, de (maximale) fout bij benadering met de trapeziumregel
ongeveer 4 keer zo klein wordt en bij de Simpsonregel ongeveer 16 keer zo klein. Dat
betekent (in het geval van de Simpsonregel) dat de afstand van de k-de benadering tot de
integraal ongeveer 1/16 is van de afstand van de (k — 1)—de benadering tot de integraal,
hetgeen betekent dat de convergentiefactor 1/16 is.

Opmerking 2: In de stelling hebben we niet vermeld dat bij toepassing van de trapezi-
umregel de tweede afgeleide en bij toepassing van de Simpsonregel de vierde afgeleide van
de integrand continu moeten zijn.

We illustreren de gang van zaken aan de hand van het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 5.6.7: In dit voorbeeld benaderen we

2
ln2=/ ld:z:
1 T

door de trapeziumregel vijf keer toe te passen waarbij we de stapgrootte telkens halv-
eren. We krijgen dan vijf benaderingen T1,...,Ts, waarvan de resultaten vermeld staan
in tabel 5.1 Hieruit vinden we als schatting voor In 2 de waarde 0.693208208269, want In 2

h T,

0.5 0.708333333333
0.25 0.697023809524
0.125 0.694121850372
0.0625 | 0.693391202208
0.03125 | 0.693208208269

(S, I NI JCRN I Bl

Tabel 5.1: Een benadering van In 2 middels de trapeziumregel

is de limiet van de rij (T%). Volgens stelling 2.5.5 geldt:

L-Tew 1fp(Tk ~ Tin),

waarbij L = In2 en p de convergentiefactor is van de rij (Tkx). Volgens bovenstaande
stelling is de convergentiefactor gelijk aan 1/4 [hoe kan dat met de tabel gecontroleerd:
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h 41.
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worden??], zodat

In2—Ts %(T5 — T;) = —0.0000609980. (5.4)

Vermoedelijk is het antwoord In 2 ~ 0.693208208269 dus goed tot op 3 & 4 cijfers achter
de komma.

We kunnen nog de volgende “correctie” op onze schatting uitvoeren: Uit formule 5.4
volgt

In2=Ts+ (In2 - Ts) ~ 0.693208208269 — 0.0000609980 = 0.6931472103

Ga na dat een rekenmachine geeft: In2 ~ 0.6931472. We hebben door deze correctie op
de schatting dus een fantastisch resultaat verkregen. S

OPGAVEN (bij §5.6)

Benader de integralen

2 2 2 1
/ z dz, / z?dz en / — dz
0 0 1 T

(a) met de trapeziumregel, stapgrootte 3;
(b) met de regel van Simpson, stapgrootte 3.
(c) Geef de exacte waarde van deze integralen.

Kunt u aangeven waarom bij de benaderingen in de vorige opgave de fouten van de eerste
integraal in (a), en de eerste en de tweede integraal in (b) gelijk aan 0 zijn?

3
Bereken / (z® — 222 + 4z — 3) dz met behulp van een primitieve en via de regel van

1
Simpson. Wat merkt u op? Verklaar dit.

We willen met de regel van Simpson een schatting geven van In 2. We beschouwen daartoe

2
1
/—dm
1 T
1

en nemen een stapgrootte van 15.

(a) Geef een afschatting van de fout.
(b) Geef een schatting van In2. (Ter vergelijking: In2 = 0,69314718....)

n/4
Beschouw de bepaalde integraal % / In(cosz) dz.
0

(a) Geef een afschatting van de fout (uitgedrukt in =), als we deze integraal met de
trapeziumregel benaderen in n stappen.

(b) Bepaal een waarde van n, zé dat de (maximale) fout van de benadering kleiner is dan
103 en geef de bijbehorende benadering.

(c) Beantwoord de vragen (a) en (b) voor het geval dat we de integraal benaderen met
de regel van Simpson.

% Antwoord: p & 72574 = 0.2504541857
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We willen een benadering geven van 7. Daartoe benaderen we
14
d
/o z2 41 ’

(a) Laat zien dat bovenstaande bepaalde integraal gelijk is aan .

m.b.v. de trapeziumregel.

(b) Geef een aantal termen van de rij (T%) die verkregen wordt door de trapeziumregel
herhaald toe te passen, waarbij we de stapgrootte steeds halveren. Begin met stapg-
rootte 1.

(c) Wat is de convergentiefactor van deze rij. Controleer dit door een schatting van de
convergentiefactor te geven met behulp van de rij uit (a).

(d) Geef m.b.v. (b) en (c) een schatting voor 7 en een schatting voor de daarbij gemaakte
fout. Geef ook de gecorrigeerde benadering.

We gaan 7 nu zo benaderen, dat we zeker weten dat de fout hooguit 1076 is.

(e) Geef een bovengrens aan van

1y
/0z2+1dz—Th

(uitgedrukt in n). Hierbij is b = 22,

(f) Bepaal m.b.v. (e) een n, zodanig dat de fout bij schatting van = met T, kleiner is dan
106 en controleer uw antwoord (m = 3,1415927...).

2 2

In opgave 38 hebben we gezien dat de omtrek van een ellips met vergelijking % + 3;—2 =1
gelijk is aan

2m
/ \/a2 + (b2 — a?) cos p de.
0
Neem nu @ = 1 en b = 2 en benader de omtrek van de ellips met een fout van hooguit
1078,

100
Gegeven de integraal sin 22 dz. Laat (Si) de benaderingsrij zijn van deze integraal

0
verkregen door de regel van Simpson herhaald toe te passen, waarbij we de stapgrootte
steeds halveren.

(a) Bepaal de eerste 10 termen van deze rij als we beginnen met één stap en trek uw
conclusies.

(b) Hoe vaak moeten we itereren opdat we de integraal met een fout van ongeveer 10-¢
benaderen?

Gegeven de oppervlaktefunctie

Zsint

Si(z) = /O =,

die ook wel de “sinus-integraalfunctie” heet. Men kan bewijzen dat deze integraal niet
uit te drukken is in de ons bekende standaardfuncties. Om waarden van deze functie te
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vinden, zullen we dus moeten gaan benaderen. In deze opgave benaderen we Si(1) en
doen dat middels de regel van Simpson.

(a) Waarom is de regel van Simpson niet direct toepasbaar?

We definiéren .
sin
f (a:) _ { - alsz #0

1 alsz =0

(b) Laat zien dat f(z) continu is (en dus integreerbaar).
Er geldt nu dat Si(z) = / f(z) dz.
0

(c) (i) Bepaal f(*)(z) voor z # 0.
(ii) Bepaal lim,_,o f®*(z). (Hint: Maak hierbij gebruik van Taylorpolynomen.)
(iii) Bepaal f*)(0).
(iv) Laat nu zien dat f(*) continu is in 0. Wat betekent dit voor de Simpsonregel?
Er geldt /1 L /aii“—tdt+/15i"—tdt.
0 t 0 t a t

a o3 t .
d) Bepaal a, z6 dat Skl < 1077 (maak een schets van £2t),
o U t

(e) Bepaal nu Si(1) met een onnauwkeurigheid die kleiner is dan 107¢.

5.7 Oneigenlijke integralen

Bij de definitie van de integraal hebben we geeist dat het integratieinterval gesloten en
begrensd is en de integrand een begrensde functie. Als we één of beide eisen laten vallen,
spreken we over een oneigenlijke integraal. In deze paragraaf zullen we bestuderen of er
in dat geval nog iets zinvols te zeggen is.

5.7.1 De twee soorten oneigenlijke integralen

We beschouwen eerst de situatie waarin we een begrensde functie willen integreren over
een onbegrensd interval, d.w.z. een interval van de vorm [a, 00) of (—o0,b]. Om hier zinvol
over te kunnen spreken geven we de volgende definitie:

Definitie: Veronderstel dat de (begrensde) functie f met domein [a,c0) integreerbaar
is op ieder gesloten en begrensd interval van de vorm [a,b]. We zeggen dat de oneigenlijke
integraal van f over [a,00) convergeert als

b
o), Je)de
bestaat. De oneigenlijke integraal

/a°° () da

is dan per definitie gelijk aan deze limiet. Als de limiet niet bestaat zeggen we dat de
oneigenlijke integraal divergeert (of niet bestaat). Analoog voor functies op (—o0, b].
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Intuitief stelt

/aoo f(z)dz

de oppervlakte voor van het onbegrensde gebied ingesloten door f,dez-asendelijnz =a
(zie figuur 5.30).

FIGUUR 5.30: Een onbegrensd integratieinterval

We schetsen de situatie aan de hand van de volgende voorbeelden:

Voorbeeld 5.7.1: Ga na of / e~? dz convergeert of divergeert.
0

Aldus: Er geldt:

b b
/ e?dz=—e"| =—e " +1,
0 0
zodat
oo b
/ e*dr=lim | e*dz=lim(l-e®) =1,
0 b—o00 Jo b—oo

waaruit volgt dat deze oneigenlijke integraal convergeert en gelijk is aan 1. — =

* 1
Voorbeeld 5.7.2: Toon aan dat / — dz convergeert als a > 1 en divergeert als o < 1.
1 T

Aldus: Voor o # 1 geldt:

Nu is

lim bi-® = 0 alsl—-a<0
b=ro0 ) 0 alsl—-a>0
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We concluderen dat
® 1 —1— alsa>1
/ — dz = a—1
1T 00 alsa <1

Hiermee is het bewezen voor a # 1. Ga zelf na dat de oneigenlijke integraal

/ 1 dz
1 T
divergeert, waarmee het geval a = 1 behandeld is. — =

We beschouwen nu de situatie waarin het interval wel begrensd is maar niet gesloten en
de situatie dat het interval wel begrensd is, maar f niet. We kunnen bijvoorbeeld denken
aan zIn z over (0,1], tanz over [0, 37) of 1/4/z over (0,1]. We geven de volgende definitie:

Definitie: Veronderstel dat de functie f met domein (a,b] integreerbaar is op ieder
gesloten en begrensd interval van de vorm [c,b] met a < ¢ < b. We zeggen dat de
oneigenlijke integraal van f over (a,b] convergeert als

b
liin f(z) dz
bestaat. De integraal
b
| f@)da
is dan per definitie gelijk aan deze limiet. Als de limiet niet bestaat zeggen we dat de

oneigenlijke integraal divergeert (of niet bestaat). Analoog voor functies op [a,b).

Als f op een interval [a,b) onbegrensd is in de buurt van a, dan stelt

/aoo f(z)dz

intuitief de oppervlakte voor van het onbegrensde gebied ingesloten door f, de z-as en de
lijnen £ = a en z = b (zie figuur 5.31).

We illustreren dit aan de hand van een aantal voorbeelden:

Voorbeeld 5.7.3: We gaan na of

1

’2‘1r
/ tanz dz
0

bestaat. Merk op dat tanz onbegrensd is bij 17 en dat de integraal dus oneigenlijk is bij

im. In feite gaat het hier om de oneigenlijke integraal van tan z over [0, 7). We passen
de definitie toe:

'2'7f c
/ tanzdz = lim tanz dz
0 CTE" 0
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FIGUUR 5.31: Een onbegrensde functie op een begrensd interval

c
= lim —In|cosz|
cT%-zr 0
= lim (- In]|cosc|+ In|cos0|)
cT%w
= lim —In|cosc|
1
CTEW
= o
De integraal is dus divergent (en bestaat derhalve niet). —

Opmerking : Aan de notatie
b
[ f@ds

zien we niet of we met een oneigenlijke of een gewone integraal te maken hebben. In het
vervolg moeten we dus altijd nagaan welke situatie zich voordoet!

1

1

Voorbeeld 5.7.4: Toon aan dat / —a dz convergeert als @ < 1 en divergeert als o > 1.
0

Aldus: Merk op dat we voor a < 0 een gewone integraal hebben, die integreerbaar en
derhalve convergent is. We kunnen ons dus beperken tot positieve a. In dat geval is de
functie oneigenlijk in 0. Als a # 1 geldt

1 1
/ i dr = lim —1— dz
0 ze

e clo J.
_ 0 1 1
T T W l-a zelle
1 1
= tp e (1 o)
1 l-a
= lim——(1-¢"7%)
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Nu is

limel-e =4 alsl1-a<0
¢ Tl0 asl-a>0

We concluderen dat

o 1 oo alsa>1
/ —dz = 1
1 T alsa <1
l-«o

Hiermee is het bewezen voor o # 1. Ga zelf na dat de oneigenlijke integraal

1
/ldz
[

divergeert, waarmee het geval o = 1 behandeld is. —

1
/ zlnzdz
0

is oneigenlijk in 0 omdat de functie f(z) = zlnz in 0 niet is gedefinieerd. De functie is
echter wel begrensd op (0, 1]. Als we de functie in 0 een willekeurige waarde geven, krijgen
we een (uitgebreide) begrensde functie f, gedefinieerd op het gesloten en begrensde interval
[0,1] die in hooguit één punt discontinu is (namelijk in 0). Met opmerking 1 op pagina 178
volgt dat deze functie integreerbaar is, waaruit direct volgt dat

1
/ zlnzdz
0

convergeert. We noemen dit type oneigenlijke integralen vaak schijnbaar oneigenlijk. Om
de integraal echt te berekenen hebben we de limietovergang echter wel nodig (zie op-
gave 50). — -

Voorbeeld 5.7.5: De integraal

Opmerking : Als de functie f op het interval [p,q] onbegrensd is bij z = a, waarbij a
géén randpunt van het interval is, dan “knippen we het interval bij a in twee stukken”
en integreren f (indien nodig) op de manier van bovenstaande definitie over [p, a) én over
(a,q]. We spreken af dat de oorspronkelijke oneigenlijke integraal convergeert, als zowel
de integraal van f over [p,a) als de integraal van f over (a,p] convergeert. Als tenminste
één van deze integralen divergeert, zeggen we dat de oorspronkelijke integraal divergeert.
We illustreren dit aan de hand van het volgende voorbeeld.

1 .
/ -1—da:.
-1

Voorbeeld 5.7.6: We beschouwen

De volgende redenering is fout:

1 1 1
/ —dz=1In lel =0,
T -1

-1
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omdat dit een oneigenlijke integraal is. De juiste redenering is de volgende: De functie
f(z) = 1/z is onbegrensd bij 0, zodat de integraal in twee oneigenlijke integralen uiteen-

valt: 01 1
/ —~dz en / —dz.
-1 0o T

We hebben al gezien dat de tweede integraal divergeert, zodat volgens eerder gemaakte
afspraak de gegeven integraal divergeert. S

5.7.2 Convergentiecriteria voor oneigenlijke integralen

Evanals gewone integralen, kunnen oneigenlijke integralen vaak niet berekend worden mid-
dels primitieven. In dat geval zullen de oneigenlijke integralen benaderd moeten worden.
We zullen later zien dat we benaderingen van oneigenlijke integralen bepalen door een
oneigenlijk gedeelte te verwaarlozen: We knippen in feite een lastig stukje van het inte-
gratieinterval af en benaderen de integraal op het overgebleven stuk. Dat heeft als gevolg
dat we wvantevoren moeten weten of de oneigenlijke integraal convergeert of divergeert.
Bij divergentie heeft benaderen immers geen zin! In deze paragraaf geven we een tweetal
criteria, waarmee (in veel gevallen) beslist kan worden of een oneigenlijke integraal con-
vergeert dan wel divergeert. We formuleren de criteria alleen voor oneigenlijke integralen
van het type

/a ” {() de.

Ze gelden echter ook voor de andere typen oneigenlijke integralen!

We geven eerst het zogenaamde majorantiecriterium met als tegenhanger het minorantiecri-
terium. We zeggen met nadruk dat deze alleen gelden voor niet-negatieve functies.

STELLING 5.7.1 (Majorantiecriterium) Te onderzoeken is de oneigenlijke integraal

[ 1@

met f(z) > 0 op [a,00). Als we een functie g kunnen vinden waarvoor geldt:
1. f(z) < g(z) op [a,00);

o0
2. / g(z) dz convergeert,

oo

dan volgt dat / f(z) dz ook convergeert.

a

In het geval van divergentie hebben we:

STELLING 5.7.2 (Minorantiecriterium) Te onderzoeken is de oneigenlijke integraal

/aoof(:c)dz

met f(z) > 0 op [a,00). Als we een functie g kunnen vinden waarvoor geldt:
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1. g(z) < f(=);

00
2./ g(z) dz divergeert,

dan volgt dat / f(z) dz ook divergeert.

a

o 1
Voorbeeld 5.7.7: Ga na of / ( dz convergeert.
1

z+2)(z+1)
Aldus: Merk op dat op [1,00) geldt dat 1/(z + 2)(z + 1) > 0, zodat we het majorantie—
of minorantiecriterium mogen toepassen. Omdat (z + 1)(z + 2) > z?, volgt

1 1
i) tD S

In voorbeeld 5.7.2 hebben we gezien dat

convergeert. Met het majorantiecriterium volgt nu dat

/ R S
ook convergeert. N

1
1
Voorbeeld 5.7.8: Ga na of /0 l—n(—x-{-_l) dx convergeert.

Aldus: De integraal is oneigenlijk in 0 en op (0,1] geldt dat 1/In(z + 1) > 0, zodat we
het majorantie- of minorantiecriterium mogen toepassen. Omdat In(z + 1) < z op (0, 1],

volgt
1 1

- —
z = In(z+1)
In voorbeeld 5.7.4 hebben we gezien dat

/ —l-dx
1 T

divergeert. Met het minorantiecriterium volgt nu dat

o0 1
/1 In(z 4+ 1) dz

ook divergeert. —

Het volgende criterium is in feite een generalisatie van het majorantie- en het mino-
rantiecriterium:
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STELLING 5.7.3 (Limietcriterium) Te onderzoeken is de oneigenlijke integraal

/ f(z)dz
met f(z) > 0 op [a,00). Als we een functie g kunnen vinden waarvoor geldt:
1. g(z) > 0 op [e,00);
9 L= lim 1%,
00 g(z)
dan geldt:

e als L=0 en [° g(z) dz is convergent, dan is 0ok [ f(z) dz convergent;
e als L =0 en [~ g(z) dz is divergent, dan is ook [;” f(z) dz divergent;
e als0< L < oo en [ g(z)dz is convergent, dan is 0ok |, > f(z) dz convergent;

e als0< L < oo en [° g(z) dz is divergent, dan is ook [ f(z) dz divergent;

Bewijs: Als L = 0 dan volgt dat f(z)/g(z) < 1 voor grote z, en dus dat f(z) < g(=z)
voor grote z. Als [° g(z) dz convergeert, volgt het gestelde uit het majorantiecriterium.
Als L = oo dan volgt dat f(z)/g(z) > 1 voor grote z, en dus dat g(z) < f(z) voor
grote z. Als [ g(z) dz divergeert, volgt het gestelde uit het minorantiecriterium.
Als 0 < L < oo dan volgt dat er een (eventueel klein getal) € > 0 bestaat, zo dat

0<L—e< f(z)/g(z) < L+e

voor grote z, en dus dat

9(2)(L =€) < f(2) <g(z)(L+¢)

voor grote z. Als [ g(z) dz convergeert, dan convergeert | > g(z)(L + €) dz ook, en het
gestelde volgt uit het minorantiecriterium. Idem in geval van divergentie van [~ g(z) dz.

a

Opmerking 1: Als L = 0 en [,° g(z) dx divergeert, dan kunnen we geen conclusies
trekken over het convergentiegedrag van [~ f(z) dz.

Als L = oo en [ g(z) dz convergeert, dan kunnen we geen conclusies trekken over het
convergentiegedrag van [;° f(z) dz.

Opmerking 2: De oneigenlijke integralen uit de voorbeelden 5.7.2 en 5.7.4 zijn vaak een
goede keus voor de te zoeken functie g(z) uit de bovenstaande criteria.

e 1
Voorbeeld 5.7.9: Ga na of L —\/&——4—-___—1 dz convergeert.
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Aldus: Merk op dat 1//z%* — 1 > 0 op [2,00) en dat de integraal alleen oneigenlijk is in
oo. Voor grote = geldt dat )
—_——_x“ =1 ~ -:_1,3

We proberen om die reden het limietkenmerk toe te passen met g(z) = 1/z%. Er geldt

f(z) z? z*

lim ——= = lim

= lim —— =1.
z-r00 g(m) z:l-l-»nc}o i —1 T\ z4 -1

[o ] .
Omdat / —!; dz convergeert, volgt uit het limietcriterium dat de gegeven integraal ook
2 T

convergeert. —

sin ¢
=z
Aldus: De integraal is oneigenlijk in 0 en de integrand is op (0,1] een positieve functie.
We moeten om tot convergentie of divergentie te kunnen besluiten een functie g zoeken,
waarmee we de integrand vergelijken. Hiertoe merken we op dat

1
Voorbeeld 5.7.10: Ga na of / dz convergeert.
0

sin z

~
~

T

als z nabij 0 gekozen wordt. Er volgt dat

sina:NL
/T T

voor z nabij 0. We proberen daarom het limietkenmerk met g(z) = 1/+/z:
VTsinz . sinz

lim /(z) = lim >¥——— = lim
z—0 g(z) -0 :1;\/5 z—=0 T

=1.

Omdat fo1 % dz convergent is, is de gegeven integraal dit volgens het limietkenmerk ook.

—

5.7.3 Oneigenlijke integralen numeriek

Bij het numeriek benaderen van een oneigenlijke integraal hebben we het probleem dat we
de numerieke methoden (trapeziumregel, Simpsonregel) niet zonder meer kunnen toepassen.
Bij deze methoden verdelen we het interval namelijk in een eindig aantal deelintervallen van
gelijke lengte (de stapgrootte) en berekenen vervolgens per deelinterval een functiewaarde
die we tenslotte allemaal optellen.

Het probleem bij een oneigenlijke integraal over een onbegrensd interval is dat we dit
niet in eindig veel deelintervallen kunnen verdelen. Bij een oneigenlijke integraal over een
functie die in een (meestal eind)punt van een begrensd interval niet gedefinieerd is, kunnen
we dit punt niet in de benaderingsformule invullen.

Een oplossing voor deze problemen is het volgende: Knip het integratieinterval in twee
stukken, waarbij de integraal over het ene stuk een gewone integraal wordt, terwijl de
integraal over het andere stuk (waar de moeilijkheden in zitten) een hele kleine waarde
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heeft, kleiner dan de gewenste nauwkeurigheid van de benadering. Uiteraard moeten we
bij deze methoden wel weten dat we met een convergente oneigenlijke integraal te maken
hebben, anders heeft benaderen helemaal geen zin omdat de integraal niet bestaat!

We zullen de bedoeling uitleggen aan de hand van een voorbeeld.

Voorbeeld 5.7.11: In opgave 52 hebben we aangetoond dat de oneigenlijke integraal

oo 2
/ e % dzx
0

convergent is. We willen de integraal nu met (bijvoorbeeld) de Simpsonregel benaderen
met een nauwkeurigheid van 0.5-1075. Omdat het integratieinterval onbegrensd is, knippen

we dit in twee stukken:
o 2 A 2 R 2
/ e " dm:/ e’ dw—i—/ e % dzx.
0 0 A

Als we A nu zo kiezen dat

/ e dr < 0.25-107°
A

en vervolgens met de Simpsonregel een benadering I zoeken van

A 2
/ e ® dx
0

met een nauwkeurigheid van 0.25 - 10~%, dan is I de gezochte benadering. Immers: De
nauwkeurigheid is

[ A [
/ e’" dw—Il = / e‘”adz+/ e'”gda:—II
0 A

A =5}
= |(|] e de-1)+ / e de
A

0
0
o0
_2
/e”dw
A

A 2
/ e ® dx—Il—i—
0

< 0.25-107°40.25-107°
= 0.5-107°

IA

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van de driehoeksongelijkheid. Welnu, A is in dit geval
als volgt te bepalen: Er geldt z?> > z voor z > 1, dus e~*" < e~% voor z > 1. Omdat we
met positieve functies te maken hebben volgt hieruit dat

o o] 2 (oo}
/ e dr < / e~ *dr = e 4.
A A

Als we A nu zo kiezen dat e~4 < 0.25-10~%, hebben we een geschikte A. Neem dus
A > —In(0.25-1075% ~ 12.9. Een goede keuze is A = 13. Met de methoden van §5.6

kunnen we
13 )
/ $e " dz
0

vervolgens bepalen met de gewenste nauwkeurigheid van 0.25 - 10~5 (het resultaat is
0.8862269). -
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Opmerking : Aan de behandelde methode kunnen een aantal nadelen kleven:

e We kunnen geen geschikte majorant vinden om [;° f(z) dz af te schatten en daarmee
A te bepalen;

e Het interval [0, A] is zo groot, dat het aantal deelintervallen waarin we het moeten
verdelen om de gewenste nauwkeurigheid te bereiken zo veel is, dat de numerieke
benaderingsmethode te veel rekentijd gaat vergen.

In deze situaties kunnen geschikte substituties een oplossing bieden. Het kan zelfs zo zijn,
dat door een substitutue een oneigenlijke integraal overgaat in een gewone integraal. In
de opgaven geven we enige voorbeelden. Het zelf vinden van dit soort substituties valt
buiten het bestek van deze cursus.

OPGAVEN (bij §5.7)
Schrijf de volgende oneigenlijke integralen als limieten van bepaalde integralen.
1
1
a —dxz;
® [ -
(b) / e dg;
0
1
1
— dz:
(© /_1 NE o
(d) / e~ du;

*® 1
(€) /_1 CEN T Y

Bereken in geval van convergentie de volgende integralen:
1
1
a —dz;
® [ -
(b) / ze ™ da;
0

® 1
(c) /2 Qzlnxdm’

dz dz.
)
1

A
(@) 2 T -4
Bereken / zln z dz. Merk daarbij op dat Hﬁ} zlnz = 0 (zie opgave 43).
0 z
Bereken
@ [ =
a —duz;
-1/ z|
2 1 d
(b) /_2 (z%? 4+ 1) arctanz ’
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h 52. Onderzoek of de volgende oneigenlijke integralen convergent of divergent zijn.

(@) / x\/_-t-m-l-\/_
<b>/ P
o[ Z
e) / SlIlIlJ
() /0 e’ da.

h 53. Onderzoek of de volgende oneigenlijke integralen convergent of divergent zijn.

(a) /olzﬁ+dz+ﬁ;

© [
@ [

r 54. (a) Laat zien dat/
1

arcta.n \/—

dzr convergent is.

(b) Bepaal een getal A > 1 zo dat / ir—Ct—a?—-\/_—ai dz

<3-107°
A T
arctan \/_

dz met een fout van maximaal 1073,

(c) Bepaal /



Hoofdstuk 6

Krommen en oppervlakken in het
platte vlak en de ruimte

In dit hoofdstuk willen we laten zien dat krommen en oppervlakken in het platte vlak en
de ruimte op verschillende manieren wiskundig beschreven kunnen worden. Een centrale
rol hierbij spelen (vectorwaardige) functies van meer veranderlijken.

Tot nu toe hebben we krommen meestal gezien als grafiek van een functie van één vari-
abele. Er is geleerd hoe zo’n grafiek te tekenen is, nadat de functie is onderzocht. Echter,
we hebben ook een andere manier gezien om een kromme te beschrijven, bijvoorbeeld de
cirkel met middelpunt (0,0) en straal 1 voldoet aan z% 4+ y*> = 1. We geven de cirkel
hier niet als grafiek van een functie, maar als vergelijking die het verband tussen de z—
en de y-codrdinaten van punten op de cirkel beschrijft. Een derde manier om krommen
te beschrijven is middels een zogenaamde parametervoorstelling. Hiervan hebben we in
§5.5.4 al een voorbeeld gezien. In §6.3 zullen we hier verder op in gaan.

Het is niet de bedoeling van dit hoofdstuk dat geleerd wordt hoe krommen en opper-
vlakken getekend moeten worden als een beschrijving gegeven is. Dat is in veel situaties
namelijk een zeer lastige en vaak ondoenlijke zaak. Het gaat er veeleer om dat later aan een
beschrijvende formule herkend kan worden of het over een oppervlak of een kromme gaat.
Slechts in enkele relatief eenvoudige situaties moeten krommen en oppervlakken getekend
worden, of moeten vanuit een plaatje wiskundige beschrijvingen gegeven worden.

6.1 Functies

In deze paragraaf gaan we na wat we precies bedoelen met een functie. Op het VWO is
het begrip functie al aan de orde geweest. De precieze definitie is de volgende:

Definitie: Een functie is een voorschrift dat aan elk element van een gegeven verzameling
D precies één element van een verzameling E toevoegt. Als we de functie f noemen, zeggen
we wel dat f een functie van D naar E is. We noteren dit met

f:D—EFE.

De verzameling D noemen we het domein van de functie f en de verzameling E het
codomein. Als z een element van D is, dan noemen we het door f aan z toegevoegde

243
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clement van E het beeld van z onder f. Dit element van E noteren we met f(z). De
verzameling van alle beelden heet het bereik van f, vaak genoteerd met By.

Als y € E het beeld van z is, dan noemen we z een origineel van y. Eén beeld kan
meerdere originelen hebben. De verzameling van alle originelen van y wordt het volledig
origineel van y onder f genoemd.

In het verleden hebben we voor D altijd (een deelverzameling van) R genomen en voor
E (stilzwijgend) heel R (we spreken in dat geval van een re€elwaardige functie van één
variabele. Reéelwaardig omdat de beelden altijd reéel zijn en “van één variabele” omdat
de originelen uit R komen). Echter, in bovenstaande definitie worden geen eisen gesteld
aan de verzamelingen D en E. We kunnen hiervoor alles nemen wat in ons opkomt.

Voorbeeld 6.1.1: Laat D de verzameling artikelen zijn die verkocht worden in een zekere
supermarkt. Laat E = Q. Dan wordt door het voorschrift: “aan een element van D
koppelen we de prijs van dat element” een functie f : D — Q gedefinieerd. Dit is zo,
omdat elk artikel precies één prijs heeft, en we dus aan elk element van D precies één
clement van Q toevoegen. Het volledig origineel van 1.55 bestaat uit alle artikelen die
1. 1.55 kosten. Wat is het volledig origineel van 31?7 En van —27' Het beeld van een wit
brood is de prijs hiervan. Het bereik van f bestaat uit alle prijzen van artikelen die in de
winkel verkocht worden. — -

Nu een wat serieuzer voorbeeld:

Voorbeeld 6.1.2: Het voorschrift g(z,y) = z2+y? koppelt aan elk element van R? precies
één element van R en is derhalve een functie van R? naar R (notatie: g : R? —+ R). We
noemen deze functie wel een reéelwaardige functie van twee variabelen. Het beeld van het
punt (1,3) € R? is 10. Het volledig origineel van 10 bestaat uit alle punten op de cirkel
z? + y* = 10. Het bereik is [0,00). S

Als we het gegeven dat we de verzamelingen D en E uit de definitie min of meer vrij
mogen kiezen in ogenschouw nemen, kunnen we de volgende opsomming geven:

e Als D C R”, dan heet een functie f : D — R een reéelwaardige functie van n
variabelen. Als n > 2 noteren we een origineel vaak met (een vetgedrukte)  om aan
te geven dat de originelen vectoren uit R" zijn.

e Als D C R, dan heet een functie f : D — R™ met m > 2, een vectorfunctie van
één variabele. De vetgedrukte f geeft aan dat we met een vectorfunctie te maken
hebben, en dus dat de beelden vectoren zijn.

e Als D C R, dan heet een functie f : D — R™ met m > 1 een vectorfunctie van n
variabelen.

Voorbeeld 6.1.3: De functie f : R — R? gedefinieerd door

cost
f(t) = | sint
t

! Antwoord: In beide gevallen de lege verzameling.
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is een vectorfunctie van één variabele. ——

Voorbeeld 6.1.4: De functie f : R® — R? gedefinieerd door

f(z) = £(z,y,7) = [ ””“]

Tyz
is een vectorfunctie van drie variabelen. e

Voorbeeld 6.1.5: De functie f : R? = R gedefinieerd door f(z,y) = €= *¥" is een
reéelwaardige functie van twee variabelen. —

Functies van dit type komen in de praktijk erg veel voor: De baan van een deeltje is
een functie van de tijd naar R? of R3. Op tijdstip ¢ bevindt het deeltje zich op plaats
(z(t),y(t),2(t)). Dit is een vectorfunctie van één variabele. Een ander voorbeeld is de
temperatuurverdelingsfunctie van een bepaalde ruimte. Deze koppelt aan elk punt in de
ruimte de temperatuur op een bepaald moment. Als we één vast tijdstip aanhouden is
dit een reéelwaardige functie van drie variabelen (aan de plaats (drie codrdinaten) wordt
de temperatuur gekoppeld). Als we de tijd laten variéren wordt het een functie van vier
variabelen: T'(z,y, z,t) is de temperatuur op plaats (z,y, ) op tijdstip ¢. Er zijn nog vele
voorbeelden te geven.

OPGAVEN (bij §6.1)

. Geef bij de volgende functievoorschriften een maximaal domein D en bepaal het volledig
origineel van het gegeven punt.

(a) f:D——)Rmetf(z):f\-/_—-E—l;y___;;;

. 2 | sint | |0},
(b) f:D—-R metf(t)_[tant],y_{l],

(c) f:D—Rmet f(z,y) = 7545 2= 2.

. Geef een zo groot mogelijk domein en bepaal het bereik van de volgende functies:
(a) f:D — Rmet f(z) =+/|z% -2
(b) f:D — R? met f(z) = [ sint ]

cost |’

(c) f:D—Rmet f(z,y) =€+,

6.2 Grafieken van functies

We zijn gewend dat we reéelwaardige functies van één variabele grafisch kunnen weergeven
met een grafiek van de functie. Hiertoe tekenen we een assenkruis. Langs de horizontale
as zetten we de originelen (de elementen van het domein) uit. Langs de verticale as de
elementen van het codomein, waarna we de punten (z, f(z)) tekenen met z € D. Op deze
manier kunnen we grafisch originelen en beelden aflezen.
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We vragen ons af of we ook grafieken kunnen tekenen van andere functies. Hiertoe moeten
we eerst goed afspreken wat een grafiek is. Als we van bovenstaande strategie uitgaan,
moeten we op één of andere manier de elementen van het domein uitzetten tegen de
clementen van het codomein. Omdat we alleen plaatjes kunnen maken in het vlak of (met
(zeer veel) meer moeite) in de ruimte, hebben we maar zeer weinig mogelijkheden. Daarom
spreken we het volgende af: We spreken alleen over grafieken van reéelwaardige functies
van één of twee veranderlijken. De grafiek van een reéelwaardige functie f : D — R van
één veranderlijke (dus D C R) bestaat uit alle punten van de vorm (z, f (z)), waarbij z
het domein van de functie doorloopt, in wiskundetaal is de grafiek dus de verzameling

{(z,f(2)) |z € D}.

Deze grafiek “leeft” in R?, het platte vlak. Als de functie een beetje netjes is (bijvoorbeeld
differentieerbaar), zal zijn grafiek een kromme zijn.

De grafiek van een reéelwaardige functie f : D — R van twee veranderlijken (dus
D C R?), bestaat uit alle punten van de vorm (z,y, f(z,y)), waarbij de punten (z,y) het
domein van f doorlopen, in wiskundetaal is de grafiek dus de verzameling

{(2,9,f(z,9)) | (=,y) € D}.

Deze grafiek “leeft” in R3, de ruimte.

Opmerking 1: We zouden, wiskundig gezien, de grafiek van een reéelwaardige functie
f: D — R van drie variabelen (dus D C R®) kunnen definiéren als de verzameling

{(:B,y,z,f(:c,y,z)) | (w,y, Z) € D}

In de wiskundepraktijk gebeurt dit ook. We kunnen van deze verzameling punten echter
geen plaatje tekenen, omdat de verzameling uit punten in R* bestaat.

Opmerking 2: Eventueel kunnen we ook de grafiek van een functie f : D — R? met
D C R definiéren als de verzameling punten

{(z,£(z)) |z € D}.

Het is echter niet gebruikelijk over de grafiek van dit soort functies te spreken.

Opmerking 3: De grafiek van een reéelwaardige functie van één variabele heeft met een
verticale lijn (dus een lijn met vergelijking z =constant) altijd hooguit één snijpunt.

De grafiek van een reéelwaardige functie van twee variabelen heeft met een lijn lood-
recht op het z-y-vlak altijd hooguit één snijpunt.

Voor het tekenen van de grafiek van een functie van twee variabelen maken we gebruik
van een assenstelsel van drie onderling loodrechte assen: De z-as, de y-as en de z-as.
Punten uit het domein van de functie vinden we in het z-y-vlak. De z-codrdinaat van
een punt (z,y,z) op de grafiek van f stelt het beeld f(z,y) voor (zie figuur 6.1). Het
tekenen van de grafiek van een reéelwaardige functie van twee variabelen is met de hand
vrijwel niet te doen, behalve in enkele eenvoudige (zie opgave 3) en speciale gevallen (zie
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z-as
z=f(a:,y)\\
~
~
~
~N
‘Y(z)y’f(zxy))
i
}
|
]
f
|
~ : - : y-as
~ ' //
\\ I . -
T ______________\;1,’/
(z,y)eD

FIGUUR 6.1: Het tekenen van een punt (z,y, f(z,y))

verderop). Met de huidige computers en vele softwarepakketten kunnen tegenwoordig
echter fantastische resultaten verkregen worden. In figuur 6.2 hebben we met behulp van
het computeralgebrapakket MAPLE de grafieken getekend van de functies

. R? - "
f:R* > Rmet f(z,y) = [T 271 252
en

f:R?* 5 R met f(z,y) = 3coszsiny.

In het algemeen vormen de grafieken van reéelwaardige functies van twee variabelen een
(gekromd) oppervlak in de ruimte.

Van een speciaal type reéelwaardige functie van twee variabelen is de grafiek betrekkelijk
eenvoudig te tekenen. Dit zijn de functies f die we kunnen schrijven als functie van

VzZ ¥ y%, met andere woorden, als r = /22 + 2, dan f(z,y) = g(r) voor één of andere

functie g van één variabele.

Voorbeeld 6.2.1: Als f(z,y) = 1 — 2? — y?, dan kunnen we schrijven
fle,y) =1- (Va2 +y?)? =1-r"=g(r).
Als f(z,y) = cos(v/z% + y?), dan kunnen we schrijven
f(z,y) = cos(v/z% + y2) = cosr = g(r).

De grafieken van dit type functies zijn omwentelingsoppervlakken om de z-as. Dit is als
volgt in te zien: Kies een punt (z,y) op de cirkel met middelpunt (0,0) en straal r. Dan
geldt v/z2+y? = r en dus is f(z,y) = g(r). Blijkbaar is het beeld van elk punt op de
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FIGUUR 6.2: De grafieken van de functies 15355 en 3coszsiny

cirkel met straal r (en middelpunt de oorsprong) gelijk aan g(r), en dus liggen al deze
punten op dezelfde hoogte. Dit betekent dat we de grafiek van f kunnen vinden door de
grafiek van z = g(r) (met r > 0) om de z-as te wentelen.

Voorbeeld 6.2.2: De grafiek van de functie f met f(z,y) =1 — z* — y? vinden we door
de grafiek van z = 1 — r?, met r > 0, om de z-as te wentelen (zie figuur 6.3). ——

z-as

2 o,
L7 o
Vlae ey

FIGUUR 6.3: Het tekenen van grafiek van f(z,y) =1 — 2% — y?

OPGAVEN (bij §6.2)

h 3. Schets de grafieken van de volgende functies:
(@) f(z,y)=1In(z*+y");

(b) flmyy)=1-2-y;
(©) flz,y)=1-Va"+y%
(d) f(z,y) =siny.
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h 4. Geef een voorschrift van een functie f (inclusief domein en codomein) als de grafiek
overeenkomt met

(a) een halve cilinder (in lengte-richting) met straal 4 en hoogte 20;
(b) een halve bol met straal 10;

(c) een halve kegel met straal 4 en hoogte 10;

(d) een rechte lijn;

(e

) golfplaatdak van een fietsenstalling;
(f) een eierdoos.

t 5. Geef een voorschrift van een functie f (inclusief domein en codomein) als de grafiek
overeenkomt met een halve kegel waarvan de hoogte 12 is en het grondvlak een ellips
2 2
is die gegeven wordt door y + % =1

6.3 Parametriseringen van krommen

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat de grafiek van een reéelwaardige functie
van één variabele i.h.a. een kromme in het platte vlak oplevert. Echter, er zijn zeer vele
krommen in het platte vlak die niet geinterpreteerd kunnen worden als grafiek van een
functie. Een voorbeeld is een cirkel [Waarom??]. Verder zullen krommen in de ruimte
ook geen grafiecken van regelwaardige functies van één of twee variabelen zijn. In deze
paragraaf zullen we een manier geven om deze krommen wiskundig te beschrijven. Deze
manier is goed te begrijpen als we de kromme fysisch interpreteren als de baan van een
voorwerp: In het geval van een baan (kromme) in het platte vlak bevindt het voorwerp
zich op tijdstip ¢ in het punt (z(t),y(t)). Dit levert een beschrijving van de kromme.

Voorbeeld 6.3.1: Als een voorwerp zich op tijdstip ¢ bevindt in het punt (z(t),y(t)) met
z(t) = cost en y(t) = sint, dan beschrijft het voorwerp een cirkel met middelpunt (0, 0)
en straal 1. Als de tijd loopt van 0 tot m, dan is de baan een halve cirkel en als de tijd
loopt van —7 tot 4, dan doorloopt het voorwerp de cirkel twee en een halve keer. s

Als we een kromme op deze manier beschrijven zeggen we dat we de kromme parametris-
eren. De eigenlijke beschrijving heet dan een parametervoorstelling van die kromme. De
veranderlijke die in de beschrijving voorkomt heet de parameter. Een kromme in het platte
vlak wordt dan dus beschreven met een functie f : D — R? (D C R), meestal geschreven

in de vorm i .
£y = | @ teD
0=y | €D
Een kromme in R? beschrijven we met een functie f : D — R® (D C R):
[ z(t) |
£t) = | y(t) (te D)
L =) ]

2 Antwoord: Omdat er verticale lijnen zijn die de cirkel in twee punten snijden, en dat is bij een functie
onmogelijk.
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Voorbeeld 6.3.2: De parametervoorstelling

£(t) = [ cos? } (t € [0,27))

sint

beschrijft de eenheidscirkel met middelpunt (0,0), waarbij de cirkel één keer doorlopen
wordt. —

Let op: De krommen zijn in dit geval niet de grafieken van bovenstaande functies. Het
zijn de beelden!

Veel figuren kunnen makkelijker in poolcodrdinaten beschreven worden dan in de ge-
bruikelijke z-y-codrdinaten (die ook wel rechthoekscodrdinaten genoemd worden). We zijn
poolcodrdinaten al tegengekomen bij de complexe getallen (§1.3.2). De poolcoordinaten
van een punt in het vlak zijn de getallen r > 0 en ¢ die respectievelijk de afstand van
het betreffende punt tot de oorsprong en de hoek van de plaatsvector van dat punt
met de positieve z-as aanduiden. Het verband tussen de poolcodrdinaten (r,¢) en de
rechthoekscodrdinaten (z,y) van een punt wordt gegeven door

r=+z?+y?
z
T =TCosSp COS(p = ———=
y = rsin en /zZ + y2 (6.1)

: y
sin = —
0=

Aan de hand van de volgende twee voorbeelden laten we zien dat krommen die om de
oorsprong draaien vaak veel gemakkelijker in poolcodrdinaten zijn te beschrijven.

Voorbeeld 6.3.3: Een parametervoorstelling van de cirkel met straal 1 en middelpunt
de oorsprong is in rechthoekscoordinaten

£(t) = [ cost ] (t e [0,27])

sint

Omdat z = 1-cost en y = 1 -sint volgt met (6.1) dat in poolcodrdinaten geldt

[g%]=[i} (t € [0,27])

Dit schrijven we kortweg als r = 1, met ¢ € [0, 27]. ' =
Voorbeeld 6.3.4: De kromme k met parametervoorstelling

ko= Greedet]  eenem

is getekend in figuur 6.4. Deze kromme heet de cardioide. Dat de kromme deze vorm
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r=14cosyp

FIGUUR 6.4: De cardioide

heeft, is goed in te zien door over te gaan op poolcodrdinaten. Er geldt dan namelijk

[;(é))]:[1+tcost} (t € [0,27]) \bvﬁ\l %)

(dit volgt uit (6.1) en het feit dat z(t) = (14 cost)cost en y(t) = (1 + cost)sint). We
schrijven kortweg () = 1+ cosp met ¢ € [0,27]. Uit de laatste beschrijving kunnen we
zien dat dat r bij een hoek van 0 radialen gelijk is aan 2, bij een hoek van sm gelijk is
aan 1 en bij een hoek van 7 radialen gelijk is aan 0. Tijdens de verandering van de hoek ¢
van 0 tot 7 neemt r = 1 4 cos ¢ langzaam af van 2 tot 0. Dit verklaart de bovenste helft
van de cardioide. Op dezelfde manier kan de onderste helft verklaart worden. ——

OPGAVEN (bij §6.3)

. Schets de krommen waarvan de parametervoorstellingen gegeven zijn door:
(@) (a(t,y(t)) = (*,1%), met t € [-2,2];

(b) (z(t),y(t)) = (2cost —1,2sint + 2), met ¢ € [0,27];

(c) (z(t),y(t),=(t)) = (cost,sint,t/7), met t € [0,47];

(@ (), (8)) = (t,) met ¢ € [0, 4n];

(e) (z(t),y(t)) = (e'cost,e’sint), mett € [—2m,2m).

. Geef een parametervoorstelling van de volgende krommen:
(a) De cirkel met middelpunt (a,b) en straal r;
(b) De ellips met vergelijking Z + yb; =1 (a>0enb>0);

(c) De baan die een punt P op een cirkel met straal 1 aflegt, als we de cirkel vanaf tijdstip
t = 0 over de z-as rollen. Op tijdstip 0 bevindt P zich in de oorsprong en is (0,1) het
middelpunt van de cirkel. [Deze kromme wordt de cycloide genoemd.]
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. Schets de kromme met parametervoorstelling

(a) (z(t),y(t)) = (cost,sin 2t), met t € [0,27];
(b) (z(t),y(t)) = (cost,sin 3t), met ¢ € [0,27].

. Van de grafiek van een functie f : D — R van één variabele is ook een parameter-

voorstelling te geven. Doe dit als geldt

(a) f(z)=2z?en D=R;

(b) f(z) =sinz en D = [0,27];

(©) f(2)=lolen D=[-2,2]

(d) Geef een algemene formule voor een parametervoorstelling van de grafiek van een
functie f : D - Rals D CR.

. Bij eenzelfde kromme zijn altijd verschillende parametervoorstellingen mogelijk. Gegeven

is de kromme k met parametervoorstelling

Mﬂ=[”;1} (t € [-2,2).

We zullen nog twee parametervoorstellingen voor deze kromme geven.
(a) Teken k.

We kunnen k beschouwen als de baan die een deeltje beschrijft van tijdstip —2 tot tijdstip
2.

(b) Een tweede deeltje beschrijft dezelfde baan k, maar is een tijdseenheid later. Dit
deeltje doorloopt de baan dus van tijdstip -1 tot tijdstip 3. Geef een parameter-
voorstelling van de baan voor dit deeltje. :

(c) Een derde deeltje doorloopt de baan twee keer zo snel, en wel van tijdstip 0 tot tijdstip
2. Geef een parametervoorstelling.

Geef van de volgende krommen een beschrijving in poolcoérdinaten (d.w.z. geef r(t) en
p(t)):

(a) een cirkel met straal R;

(b) een halfrechte door O;

(c) delijn z = 3.

Laat k een kromme zijn die in poolcodrdinaten gegeven wordt door f(t) = { ;((?) ] We
nemen aan dat x eenduidig gedefinieerd is op [a, b].

(a) Geef de beschrijving van k in rechthoekscoérdinaten (d.w.z. geef z(t) en y(t)).

(b) Geef de formule van de booglengte van x uitgedrukt in z(t) en y(t) (zie opgave 37
van §5.5).

(c) Laat zien dat de booglengte van x gegeven wordt door

b
/., V()2 + (r(2)2(# (1)) dt.

(d) Bepaal de omtrek van de cardioide uit voorbeeld 6.3.4.
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6.4 Vergelijkingen van krommen en oppervlakken

In §6.2 hebben gezien hoe grafieken van reéelwaardige functies van twee variabelen eruit
zien: Het zijn oppervlakken in de R3. In het algemeen zijn dit soort oppervlakken erg
lastig te tekenen. Om toch een idee te krijgen van de vorm van het oppervlak kan een
hoogtelijnenplaatje een rol spelen. Een hoogtelijnenplaatje is in feite een tekening van het
domein van de functie, waarin punten die in de grafiek gelijke hoogte hebben verbonden
zijn:

Definitie: Zij f: D — R met D C R? een functie van twee variabelen. De verzameling
punten van D waarvoor geldt dat f(z,y) = c voor een vaste waarde c vormen een hoogtelijn
of niveaukromme van f.

Voorbeeld 6.4.1: De functie f : R? = R definieren we door f(z,y) =1 - z* — y*. Voor
de hoogtelijn bij hoogte 0 geldt f(z,y) =0, dus z* +y? = 1. Voor de hoogtelijn bij hoogte
1 geldt f(z,y) = 1, dus 22 + y* = 0. Deze hoogtelijn bestaat uit slechts één punt! Ga na
dat voor ¢ < 1 de hoogtelijnen allemaal cirkels zijn en dat er voor ¢ > 1 geen hoogtelijnen
zijn. In figuur 6.5 hebben we een aantal hoogtelijnen getekend. Hiermee kunnen we een

R\
N\,

FIGUUR 6.5: Niveaukrommen bij de functie f(z,y) =1 — % — y?

)

)

/
-

v
—

&

goed beeld van de grafiek krijgen (deze hebben we al gezien in figuur 6.3). Wat betekent
het als de niveaukrommen dicht bij elkaar liggen?? — =

Merk op dat de hoogtelijnen in het domein van de functie liggen en dat ze niet de grafiek
van f vormen!

Het idee van niveaukrommen, geeft ons een nieuwe manier om krommen te beschrijven:
Door een formule van de vorm f(z,y) = ¢ worden alle punten (z,y) uit het domein van
f verbonden, die in de grafiek van f op gelijke hoogte liggen (namelijk op hoogte ¢). In
het algemeen zullen deze punten een kromme in het domein (en dus in het vlak) vormen.
Een voorbeeld is de formule voor de cirkel

? 4 y* =3.

3 Antwoord: De grafiek loopt dan erg steil.
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Deze is te interpreteren als de niveaukromme bij de functie f(z,y) = z2 + y? op hoogte 3,
of als de niveaukromme bij de functie f(z,y) = z?+ y? — 3 bij hoogte nul.

Krommen in het platte vlak worden zeer vaak door dit soort formules gegeven. We
zeggen dan dat we de kromme met een vergelijking beschreven hebben. Om te benadrukken
dat de kromme hier niet als grafiek van een functie beschreven is, zeggen we wel dat de
kromme impliciet gedefiniéerd is. Als de kromme als grafiek van een functie van één
variabele (y = f(z)) beschreven is, zeggen we wel dat de kromme ezpliciet als functie
van z gegeven is. Soms kunnen we een kromme die door een vergelijking gegeven is, ook
expliciet als een functie van z (of y) beschrijven.

In het algemeen is het tekenen van impliciet gegeven krommen een lastig karwei.

Voorbeeld 6.4.2: We zoeken een vergelijking voor de cardioide. Deze voldoet (in
poolcodrdinaten) aan r = 1 + cos ¢, ofwel r* = r + rcost. Omdat r = VzZ+y? en
z = rcos ¢, volgt voor de cardioide

?+y =z +y?+e2.
Als we z naar de het linkerlid overbrengen en vervolgens kwadrateren krijgen we
(m2+y2 _ :z:)2 =22 4y

Dit is een vergelijking voor de cardioide. [Geef een functie waarvan de cardioide een
niveaukromme is*.] S

Voorbeeld 6.4.3: De vergelijking z2 — y?> = 0 is een impliciete beschrijving van de
“kromme” die wordt gevormd door de lijnen y =z en y = —z. S

Voorbeeld 6.4.4: Een impliciete beschrijving voor de grafiek van de functie f(z) = z?
wordt bijvoorbeeld gegeven door y — z2 = 0. Verder heeft de kromme met vergelijking
zy = 1 een expliciete beschrijving, namelijk y = 1. Deze kromme is dus de grafiek van de
functie f(z) = 1. -

Ook oppervlakken in de ruimte kunnen vaak met een vergelijking beschreven worden.
Dat zijn namelijk niveauopperviakken van functies f van 3 variabelen. Ze verbinden alle
punten (z,y,z) in het domein van f, die hetzelfde beeld hebben. Ze voldoen dus aan

f(z,y,2) =c.

Voorbeeld 6.4.5: Een bol met straal r en middelpunt (0,0, 0) voldoet aan de vergelijking .
$2+y2+22=7'2.

Voorbeeld 6.4.6: Het oppervlak uit figuur 6.2 voldoet aan z(1+ z2+2y?) = —4. =

We vatten nog even samen: Krommen in het platte vlak kunnen we beschrijven met
een parametervoorstelling of impliciet als vergelijking (ofwel als niveaukromme van een

4 Antwoord: Bijvoorbeeld de functie f(z,y) = (22 +y* — z)* — 2% — .
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functie van twee variabelen: f(z,y) = ¢). In uitzonderlijke gevallen kan een kromme
gezien worden als de grafiek van een functie g van één variabele (in dat geval is y = g(z)
een expliciete beschrijving van de kromme).

Krommen in de ruimte kunnen we slechts beschrijven middels een parametervoorstelling.
[Waarom?]®

Oppervlakken kunnen we impliciet schrijven in de vorm f(z,y,2) = c en in uitzonderli-
jke gevallen expliciet in de vorm z = g(z,y). In het laatste geval is het oppervlak de grafiek
van de functie g. We merken nog op dat we oppervlakken ook kunnen parametriseren.
We gaan hier echter niet op in.

OPGAVEN (bij §6.4)

Op R? definiéren we de functie f(z,y) = z2y.

(a) Bepaal de oplossingen van de vergelijking 2’y = 0, d.w.z. bepaal de elementen van
de verzameling {(z,y) | 2%y = 0}.

(b) Beschrijf de snijfiguren van de grafiek met de vlakken y = a met a € R.
(c) Beschrijf de grafiek van f.

Op R? definiéren we de functie f(z,y) = z? — y°.

(a) Teken de niveaukrommen f(z,y) = ¢ voor ¢ = 0,%1,+2. Deze krommen worden
hyperbolen genoemd.

(b) Bepaal de snijfiguren van de grafiek met het z-z-vlak en het y-z-vlak.
(c) Beschrijf de grafiek van f.

Geef het voorschrift van de functies waarvan de grafieken uit de vorige opgaven niveau-
oppervlakken zijn.

(a) Gegeven is het niveauoppervlak

.’132 y2 22

waarbij a, b en ¢ positieve reéle getallen zijn. We onderzoeken dit oppervlak:

(i) Beschrijf de snijfiguren van dit oppervlak met de vlakken z = a; ,y = b, en
z = ¢, waarbij a;, b, en ¢; positieve reéle constanten zijn.

(1) Beschrijf het oppervlak. (Dit oppervlak wordt een ellipsoide genoemd.)
(b) Gegeven is de éénbladige hyperboloide welke gedefinieerd wordt door

2 2

z y_z_z_=1

a? b2 2

waarbij a, b en c positieve reéle constanten zijn. Onderzoek en beschrijf dit oppervlak
op de manier van onderdeel (a).

*Omdat f(z,y) = c de punten in het domein van f verbindt die dezelfde beelden hebben. De kromme
“leeft” dus in het domein van f en dat is (een deel van) het vlak.
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(c) Gegeven is de twee-bladige hyperboloide welke gedefinieerd wordt door

Onderzoek en beschrijf dit oppervlak (verklaar het bijvoeglijknaamwoord tweebladig).
(d) Onderzoek en beschrijf de elliptische kegel welke gedefinieerd wordt door de vergeli-
2

2 2
o y: 22
jking ZIF+§—C_2—O.
(e) Onderzoek en beschrijf de elliptische paraboloide waarvan de vergelijking gegeven
2 2
wordt door z = 2—2 + %5
2 2
(f) Onderzoek en beschrijf hyperbolische paraboloide met vergelijking z = -3;—2 - %.

Een kwadratisch oppervlak in de ruimte is een oppervlak welke gedefinieerd wordt door de
vergelijking Az®>+ By?*+C2*+Day+Ezz+Fyz+Gz+Hy+1z+J = 0. De oppervlakken
in de vorige opgave zijn de zogenaamde basistypen, d.w.z. elk kwadratisch oppervlak is
na kantelen schuiven en/of spiegelen op bovenstaande typen te herleiden. Klassificeer de
volgende oppervlakken:

(a) 4z —3y*+122°+12=0
(b) 2?42y +2° -4z +4y—22+3=0en
(c) 4z +y® — 42 — 16z — 6y — 162 =9.

6.5 Partiéle afgeleide van functies van meerdere variabelen

Alvorens we verder gaan met de integratie-theorie van functies van meerdere variabelen
in hoofdstuk 7 willen we nog aandacht schenken aan het begrip parti€le afgeleide van een
functie van meerdere variabelen. In de toepassingen van functies van meerdere variabelen
rijst vaak de volgende vraag op: Hoe wordt de functie-waarde beinvloed als we één van
z’n onafhankelijke variabelen veranderen?

De luchtdruk p in de atmosfeer rondom de aarde hangt af van de hoogte h t.0.v. van het
aardoppervlak en de temperatuur t. Om de afhankelijkheid van p en h te onderzoeken
zal een experimentator op verschillende hoogten bij gelijke ¢ de druk meten. Opeenzelfde
wijze zal hij de afhankelijkheid van p van ¢t onderzoeken.

Op een soortgelijke wijze kunnen we de afhankelijkheid van een functie f van meerdere
variabelen van een zekere onafhankelijke variabele, zeg z, onderzoeken door het voorschrift
van f te "gewoon” differentiéren naar z waarbij we de andere onafhankelijke variabelen
als constanten beschouwen. Deze manier van differentiéren wordt partieel differentiéren
genoemd.

Definitie: Gegeven is een functie f van twee variabelen z en y. Onder de eerste partiéle
afgeleide van f naar z verstaan we de functies f;, die gedefinieerd wordt door

fz(zay) = lim f(:L‘-i-Aa:,y) - f(“”y).

Az—0 Az




6.5. Partiéle afgeleide van functies van meerdere variabelen 257

Onder de eerste partiéle afgeleide van f naar y verstaan we de functies f,, die gedefinieerd

wordt door
" f(z,y+ Ay) — f(z,y)
im

Ay—0 Ay

fy(xay) =

mits deze limieten bestaan. Uit deze definitie maken we op dat als het voorschrift f(z,y)
gegeven is, we f;(z,y) en f,(z,y) kunnen bepalen door z respectievelijk y in f(z,y) als
constant te beschouwen en het voorschrift “gewoon” te differentiéren naar z respectievelijk

y.

Voorbeeld 6.5.1: Gegeven is de functie f(z,y) = ze®’v. De partiéle afgeleide f, van f
naar z wordt gegeven door

f=(z,y) = ze™ Y (2zy) + ey
en de partiéle afgeleide f, van f naar y door

2
fylz,y) = %7,

Opmerking 1: De eerste partiéle afgeleiden van een functie f naar z en y worden vaak
ook genoteerd als respectievelijk

0 0
Law) e G

Voorbeeld 6.5.2: Zo is -‘%(Sin(zy)) = ycos(zy) en %(sin(my)) = z cos(zy) .

. _ . Of 1 af 1
Voorbeeld 6.5.3: Als f(z,y) = In(zy) dan is e (z,y) = S en 3y (z,y) = " N

De eerste partiéle afgeleiden van een functie van twee variabelen, z = f(z,y), hebben ook
een handige geometrische interpretatie. Als y = yo, dan stelt z = f(z,yo) de snijkromme
voor van het opperviak z = f(z,y) met het vlak y = y, (zie figuur 6.6. Voor deze

FIGUUR 6.6: Meetkundige interpretatie van de partiéle afgeleide naar z

snijkromme stelt

. zo+ Az, - ,
fz(Zo,%0) = AI;I_I)IO F(zo i"i f (2o, Y0)
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de helling voor van de raaklijn aan deze kromme in het punt (%0, Yo, f(zo,Y0)). Zo ook

stelt LA f

R
de helling voor van de raaklijn aan de snijkromme van het vlak z = z, met het oppervlak
z = f(z,y) in het punt (zo,Yo, f(Zo,%0)). Van de genoemde raaklijnen kunnen we pa-
rametervoorstellingen geven. Hiervoor hebben we een steunvector en een richtingsvector
nodig (zie VWO). Als we de eerste raaklijn beschouwen kiezen we als steunvector

To W
Yo
f(zo,%0) |
en als richtingsvector .
1
0
%ﬁ(zo, Yo) ]
De parametervoorstelling van de raaklijn [ wordt dan gegeven door
T To 1
l:ly|= Yo + A 0
z f(20,Y0) %ﬁ(%ayo)

De parametervoorstelling van de andere raaklijn is op analoge wijze te bepalen. Zie hier-
voor de opgaven.

Voorbeeld 6.5.4: Gegeven is de functie f(z,y) = —32% — y* + %, Van deze functie
willen we de parametervoorstellingen van de raaklijnen in de z-richting en de y-richting
bepalen in het punt (3,1,2) en daarmee de vergelijking van het raakvlak. De partiéle
afgeleiden van f worden gegeven door f:(z,y) = —z en fy(z,y) = —2y. Derhalve wordt

de helling in de z-richting gegeven door f:(5:1) = —1 en de helling in de y- richting
door fy(5,1) = —2. De parametervoorstellingen van de raaklijnen in de z-richting en de
y-richting, respectievelijk aangegeven door [ en m, worden dus gegeven door
T : 1]
l:ly|=|11|4+A| O
z 2 -3
en
T 3 0 ]
m:|ly|=|1]|+x] 1
z 2 -2

Het raakvlak is nu het het vlak dat bepaald wordt door de lijnen l en m. Een normaal van
dit vlak is een vector die loodrecht staat op beide richtingsvectoren van I en m. Verder
gaat het vlak natuurlijk door het punt (3,1,2), zodat de vergelijking van het vlak gegeven
wordt door 2z + 8y + 4z = 17. =

In het voorgaande hebben we de eerste orde partiéle afgeleiden besproken van een functie
van twee variabelen. De formele definitie van eerste orde partiéle afgeleiden voor functies
van 2, 3,..enz. variabelen is niet wezenlijk anders. Een meetkundige interpretatie echter
kunnen we op grond van dimensionele gronden niet geven.
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Definitie: Laat f een functie zijn van de n (onafhankelijke) variabelen zi,zs,...,Z,.
Onder de eerste orde partiéle afgeleide van f naar de variabele z; verstaan we een functie
fz: (21,22, ..., T,) die gedefinieerd wordt door

o f(®, 3w + AT Ta) — f(71, T, veey Tiy eeey &)
feil-) = Alzlfgo Az;

Opmerking 2: Net zoals bij functies van twee variabelen noteren we deze partiéle
afgeleide als %(xl , T3, ..y Tp). Om de partiéle afgeleide van een functie f naar variabele z;

te berekenen beschouwen we de andere variabelen als constant en differentiéren ”gewoon”
naar de gegeven variabele.

Voorbeeld 6.5.5: Zo is
g(wy +y2t+taz2)=2yz+2
en
__?_ (w+y+z> _ z+y+t+z
ow w - w?

p— |

Ten slotte nog een laatste woordje over hogere orde partiéle afgeleiden. Net zoals bij
gewone afgeleiden kunnen we, indien mogelijk, tweede, derde, en hogere partiéle afgeleiden
nemen van een functie van meerdere variabelen. We volstaan met enkele voorbeelden
waaruit ook de wijze van noteren blijkt.

Voorbeeld 6.5.6: Gegeven is de functie f gedefinieerd door f(z,y) = 3zy® — 2y + 5z%y>.
Dan f, = 3y*> +10zy® enf, = 6zy — 2+ 10z%y. De tweede orde partiéle afgeleiden worden

nu gegeven door:
2

foe(29) = 2oy f(@9) = 1057

52
fyy(xay) = a—yzf(z,y) = 6z + 10z

2

1%}
fty(z,y) = 5?73—;]((1:)3/) = 6y + 20zy

en als laatste )

d
fym(x,y) = 6z—é?yf(z’y) = 6y+ 20:vy

Opmerking : Wat ons misschien uit vorig voorbeeld opvalt is dat f,, = f,.. Dit is geen
toeval. Voor de meeste functies van meerdere variabelen maakt de differentatie- volgorde
niet uit.

OPGAVEN (bij §6.5)
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Bepaal van de functies f de partiéle afgeleiden naar z en y.
(a) f(z,4) =2a—3y+5.

(b) fla,y) = s — 37 +7.

(c) f(z,y) =z’e™.

(d) f(z,y) =In/zy.

(e) f(z,y) = cos(z® +v?).

0 iy =[ ¢-1a.

Bepaal van de functies f de partiéle afgeleiden naar z , y en z.
(a) f(z,y,2) = V&> +y* + 2%
() 1e135) = Zr=r

— 22— y? — 22

() f(z,y,2) =sin(z +2y +32).

2 2
Gegeven de Laplace - vergelijking g—;}iz + g_y]; = 0. Ga na of de volgende functies voldoen

aan deze vergelijking.
(a) f(z,y) =bzy.

(b) f(z,y) =€ sin(y).
() f(z,y)= arcta,n(-g).

Bepaal voor de volgende functies f de derde orde partiéle afgeleiden foyy , fysy €0 fyys:
(a) f(z,y,2) =zy=
(b) f(z,y,2) = e “sin(zyz).

Bepaal de vergelijkingen van de raakvlakken aan de functieoppervlakken in de aangegeven
punten.

(a) f(z,y) = V49 — z* — y? in punt (2,3,6).

(b) f(z,y) =9z* —y® in punt (1,3,0).

(c) flz,y)= \/—xiz———_ﬁ__*yfgf in punt (1,0,0).

. Beschouw de functie gedefinieerd door

oy { R e
f( ’y)—{ 0 , (z,9) = (0,0)

(a) Bepaal f;(z,y) en fy(z,y) voor (z,y) # (0,0).

(b) Bepaal £ (0,0) en f,(0,0) door gebruikmaking van de definities van de partiéle afgelei-
den.



Hoofdstuk 7

Meervoudige integralen

In hoofdstuk 5 hebben we geleerd wat we bedoelen met de integraal van (reéelwaardige)
functies van één variabele. In dit hoofdstuk zullen we meervoudige integralen behande-
len. Dit zijn integralen van reéelwaardige functies van meerdere variabelen. Deze worden
bijvoorbeeld gebruikt om oppervlakten en volumina te berekenen van een grote variéteit
aan figuren. Verder vinden ze vele toepassingen in de mechanica (voor het berekenen
van massa’s, massamiddelpunten, traagheidsmomenten), statistiek, electrotechniek, en-
zovoorts.
Wij zullen ons met name richten op twee— en drievoudige integralen.

7.1 Tweevoudige integralen

7.1.1 De definitie

We zullen beginnen met de definitie van de tweevoudige integraal. Dit is een integraalbegrip
waarbij we een begrensde functie f van twee variabelen over een gebied G' binnen het
domein van f zullen integreren. Deze G moet gesloten en begrensd zijn. Een gebied is
begrensd als het binnen een cirkel (met eindige straal) ligt en gesloten als de rand van het
gebied ook werkelijk tot het gebied behoort.

Voorbeeld 7.1.1: De cirkelschijf {(z,y) | 22 + y* < 1} is gesloten. Daarentegen is
{(z,y) | 22 + y?> < 1} niet gesloten. Ook het gebied {(z,y) | 0 < 2® + y*> < 1} is niet
gesloten. Het punt (0,0) is namelijk randpunt van dit gebied, maar behoort er niet toe.

—

We willen dat de definitie van de tweevoudige integraal zo is, dat in het geval van een
positieve continue functie de tweevoudige integraal het volume voorstelt van het gedeelte
van de ruimte dat “tussen” G en de grafiek van f ligt. De manier waarop we de defini-
tie zullen geven lijkt zeer sterk op de definitie van de enkelvoudige integraal. Dat deze
twee typen integralen een zeer sterke overeenkomst vertonen, zal later ook blijken uit de
manier waarop een tweevoudige integraal berekend moet worden (dit gaat namelijk via
enkelvoudige integralen).

We zien een tweevoudige integraal weer als limiet van Riemannsommen behorende bij
partities van G, waarbij de maaswijdte van die partities naar nul gaat. Wat we doen
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is het gebied G ophakken in n kleine deelgebiedjes G; (we verkrijgen zo een partitie P
van G), waarna we in elk deelgebiedje een (tussen)punt t; kiezen. Hiermee maken we de
Riemansom behorend bij de partitie P, die luidt

> f(t:)AG;
i=1

waarbij AG; de oppervlakte van het deelgebiedje G; voorstelt. Merk op dat (in het geval
van een positieve functie) één term van deze som de inhoud van een staafje voorstelt met als
bodem G; en hoogte f(t;). Bovenstaande som benadert dan de eerder genoemde inhoud.
De nauwkeurigheid van deze benadering hangt af van de grootte van de deelgebiedjes
waarin we G ophakken.

We spreken af dat de maaswijdte |P| van de partitie P de grootste oppervlakte is
van de deelgebiedjes die in P voorkomen. We laten de partities nu zo variéren dat de
maaswijdte steeds kleiner wordt en naar nul gaat. Als de Riemannsommen

i: f(t:)AG;

dan, onafhankelijk van de keuze van tussenpunten, een vaste waarde benaderen, zeggen we
dat de functie f integreerbaar is over G. De waarde die door de Riemansommen benaderd
wordt heet de (tweevoudige) integraal van f over G. We noteren deze waarde als

//GfdA.

(De A staat voor Area=oppervlakte.)

Opmerking : Als f een integreerbare functie is, stelt [f; fdA intuitief het “netto”
volume voor van het lichaam dat ingesloten wordt door G, het oppervlak dat gevormd
wordt door de lijnen loodrecht op het zy-vlak die door de randpunten van G gaan, en de
grafiek van functie f. We gebruiken het woord “netto” omdat we ook negatieve bijdragen
toestaan (namelijk bij negatieve functiewaarden).

Er rijzen natuurlijk meteen een aantal vragen, bijvoorbeeld:
e Welke functies van twee variabelen zijn integreerbaar?
e Hoe kunnen we tweevoudige integralen uitrekenen?

Bij enkelvoudige integralen integreerden we alleen over intervallen zodat we bij boven-
staande vragen eigenlijk alleen naar de functie hoefden te kijken. Bij tweevoudige inte-
gralen kunnen de gebieden waarover we integreren echter de wildste vormen aannemen.
Als we al die vormen willen toelaten komen we op het lastige terrein van de maat- en
integratietheorie (zie bijvoorbeeld INSERT). Vandaar dat wij slechts naar zogenaamde
normaalgebieden kijken. Dit zijn gebieden die in zekere zin netjes zijn. In §7.1.3 laten we
zien wat we met normaalgebieden bedoelen.
Als (deel)antwoord op de eerste vraag hebben we de volgende stelling.



7.1. Tweevoudige integralen 263

STELLING 7.1.1 Elke continue reéelwaardige functie (van twee variabelen) is integreer-
baar over een normaalgebied. Preciezer: als f continu is op een normaalgebied G, dan

bestaat [[, fdA.

We hebben nog niet gedefinieerd wat een continue functie van twee variabelen is. We
zullen dit ook niet doen. We vertellen alleen dat functies die in één formule geschreven
kunnen worden, continu zijn op hun domein (en dus ook op deelverzamelingen van hun
domein).

Het bewijs van de stelling is zeer lastig en geven we derhalve niet. In het vervolg zullen
we steeds over continue en dus integreerbare functies praten.

Voor de berekening van een tweevoudige integraal maken we gebruik van de berekening
van twee enkelvoudige integralen. In hoofdstuk 5 hebben we gezien dat we enkelvoudige
integralen niet altijd kunnen berekenen, omdat we niet van elke functie een primitieve
kunnen uitdrukken in de ons bekende standaardfuncties. Deze beperking geldt dus ook
voor tweevoudige integralen. De tweede beperking, het gebied G, speelt hierbij ook een
rol. In de volgende paragraaf laten we zien hoe een integraal over een rechthoek (met
zijden evenwijdig aan de assen) berekend kan worden. Naar aanleiding daarvan zullen we
vervolgens laten zien wat we bedoelen met normaalgebieden, waarna we integralen over
dit soort gebieden leren berekenen.

7.1.2 Integralen over rechthoeken

Om de integraal van een (continue) functie f over een rechthoek G te berekenen gaan
we de definitie toepassen. Hiertoe veronderstellen we eerst dat de rechthoek de hoekpun-
ten (ay,a,) (linksonder) en (by,b;) (rechtsboven) heeft. Zo’n rechthoek noteren we met
[@1,b1] X [az,by). We kiezen nu handige partities: De deelgebiedjes zijn zelf ook weer
rechthoekjes, met zijden evenwijdig aan de oorspronkelijke, en zo dat elke zijde van een
deelrechthoekje aan hooguit één ander deelrechthoekje grenst (zie figuur 7.1). Het komt
er dan op neer dat we voor het interval [a,, b;] een partitie P, = {Zo, Z1y. .., Ty} kiezen,
en voor het interval [a,,bs] een partitie P, = {yo,¥1,--- ,Yn}- Het deelrechthoekje in de
i—de horizontale en j—de verticale strook noemen we Gj;.

Ook de tussenpunten kiezen we netjes. De tussenpunten die bij rechthoekjes horen die
in dezelfde verticale strook liggen hebben gelijke z-codrdinaten, terwijl de tussenpunten
die in dezelfde horizontale strook liggen gelijke y-codrdinaten hebben (zie figuur 7.1). Merk
op dat deze keuze overeenkomt met het kiezen van een strooiing Sy = {51,52y.-+,5m} in
het interval [a;, b,] en een strooiing Sy = {t1,ta,...,¢s} in het interval [a;, b;]. De bij deze
partitie en keuze van tussenpunten behorende Riemannsom luidt

3 F(6)AGs = 200 sty a1 = 1) (5= ). )

Aan deze Riemannsom zien we nog niet zo veel. We kunnen deze som als volgt krijgen:
Bepaal eerst de sommen per verticale stroook en tel vervolgens al de resultaten op.
De som van de i—de verticale strook is gelijk aan

3 oty o = 2102) (05 = 3501) = (5= 3100) S St - ) (1)



264 Hoofdstuk 7. Meervoudige integralen.

b2=yn - - T T T

az=yo [

FIGUUR 7.1: Een handige partitie voor een rechthoek

Omdat s; en (z; — ;1) in deze som constant zijn, kunnen we
> f(sints) (95— yi-1)
=1

zien als een Riemannsom van een functie van één variabele (namelijk de functie g(y) =
f(si,y)) en wel bij de partitie P, (van het interval [a;,b,]) met strooiing Sz. Voor kleine
maaswijdte geldt dus dat deze Riemannsom bij benadering gelijk is aan

/b 9(y)dy = /bz f(si,y) dy.

az

Merk op dat deze integraal alleen van s; afhangt. We noemen het resultaat derhalve F' (si)-
Uit formule 7.2 volgt nu dat de som van de i~de verticale strook bij benadering gelijk is
aan

(mi - 17:'-1) /b2 f(sivy) dy = (f”z' - m,-_l)F(s;).

az
Riemannsom 7.1 is bij benadering gelijk aan de som van deze resultaten, dus aan

n

Z((E,’ - ZEi_l)F(S,’)

i=1

Dit is op zijn beurt een Riemannsom van de functie F(z) = [ :: f(z,y) dy bij de partitie
P, (van het interval [aq, b;]) en strooiing S;. Hieruit volgt

g(mi —zi1) F(si) = /: F(z)dz = /abl (/: f(z,y) dy) dz.

1

Er is nu aannemelijk gemaakt dat de integraal van de functie f over de rechthoek gelijk
is aan de laatste integraal. Deze is een zogenaamde herhaalde integraal en kan berekend
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worden door twee enkelvoudige integralen na elkaar toe te passen: Eerst de integraal tussen
de haakjes.

1

3
Voorbeeld 7.1.2: Bereken f ( /
1

-1

zy? dy) dz.

Aldus: We berekenen eerst de binnenste integraal (die tussen de haakjes):

1
/ zy’ dy.
-1

Hier staat dat we de functie zy? naar y moeten primitiveren. Blijkbaar wordt z als een
constante beschouwd! Een primitieve is dus 1zy® en dus

b ] 2
/ zy“dy = 32y l = :I.
-1 y=-1

3/ 1 3
/ </ zyzdy> dz:/ irdz=8§.
1 \J-1 1

Wij hebben hier met benaderingen gewerkt. Het gevondene is echter ook precies te be-
wijzen. Dit is gedaan door Fubini (1879-1943). We formuleren het resultaat in de eerste
voorlopige versie van de stelling van Fubini.

Er volgt dat

—

STELLING 7.1.2 (Fubini, eenvoudige versie) Laat f een continue functie zijn op
een rechthoek G = [ay,b,] X [az,bz]. Dan geldt

//GfdA /‘:1 ( :2 f(z,y) dy) dz (7.3)
/b (/b f(z,y) d:v) dy (7.4)

De tweede variant (formule 7.4) is op dezelde manier aannemelijk te maken als de eerste
(formule 7.3). Hoe zullen we dan te werk moeten gaan? Probeer het zelf*.

Il

Voorbeeld 7.1.3: Bereken // fdA als G =[0,1] x [0,1] en f : R? — R gedefinieerd is
G
door f(z,y) = ze®V.

Aldus: We hebben volgens de stelling van Fubini de keuze uit twee integratievolgorden.
De ene keuze blijkt handiger te zijn dan de andere. Wij kiezen hier voor de handigste.

Probeer zelf de andere volgorde.
1 1 1 y=1
/ (/ ze™ dy) dz =/ (e”y ) dz
0 0 0 y=0

//GfdA
= /ol(e’—l)da:=e”-—z|:=e—2

!Sommeer eerst per horizontale strook



266 Hoofdstuk 7. Meervoudige integralen

7.1.3 Normaalgebieden

Merk op dat we een rechthoek kunnen “opdelen” in horizontale of verticale lijntjes: Een
rechthoek is de vereniging van oneindig veel intervallen. Bij de berekening van een twee-
voudige integraal over een rechthoek maken we in feite gebruik van dit soort opdelingen.
In het volgende voorbeeld beschrijven we wat we bedoelen.

Voorbeeld 7.1.4: In de stelling van Fubini hebben we gezien dat voor een continue
functie f op de rechthoek G = [0,1] X [2,4] geldt:

[[saa=[ ([ 1@y ) iz

Merk op dat we bij de berekening eerst bij een willekeurige z integreren over het interval
van y = 2 tot y = 4. Daarna integreren we naar z over het interval [0,1]. In feite kiezen
we dus bij elke z € [0,1] een interval van y-waarden, in dit geval [2,4]. We hebben de
rechthoek dus min of meer opgedeeld in verticale lijnstukjes (zie figuur 7.2). We kunnen

FIGUUR 7.2: De opdeling van een rechthoek in verticale lijnstukjes
de rechthoek dan ook als volgt beschrijven
G={(z,y)10<z<1;2<y <4}

Hierme suggereren we dat we eerst een z kiezen tussen 0 en 1 en vervolgens bij elke gekozen
z een y tussen 2 en 4. I

De definitie van een normaalgebied is gebaseerd op het idee van het voorgaande voorbeeld:

Definitie: Een basisnormaalgebied in het vlak is een gesloten begrensd gebied dat op
(minstens) één van de volgende twee manieren te beschrijven is:

G=A{(z,y) |la<z <b gi(z) <y < ga(a)} (7.5)

waarbij g; en g, continue functies van z zijn, 6f

G=A{(z,y) |c <y <d; hi(y) <z < ha(y)}- (7.6)



7.1. Tweevoudige integralen 267

waarbij h; en h, continue functies van y zijn.

Een normaalgebied in het vlak is een gebied dat te knippen is in eindig veel basisnor-
maalgebieden.

Intuitief geldt dat een gebied een basisnormaalgebied is, als het is op te delen in (oneindig
veel) ononderbroken verticale lijnstukken (bij elke keuze van de z-codrdinaat vormen de
y-codrdinaten van de punten in G met die z-codrdinaat een interval, namelijk van g,(z)
tot g,(z)) of ononderbroken horizontale lijnstukken (bij elke keuze van de y-codrdinaat
vormen de z-codrdinaten van de punten in G met die y-codrdinaat een interval, namelijk
van hy (y) tot hy(y)), waarbij de randen de grafieken vormen van continue functies.

In de volgende twee voorbeelden illustreren we bovenstaande definitie en opmerking.

Voorbeeld 7.1.5: De halve cirkelschijf G = {(z,y) | 22 + y?> < 1; y > 0} is een normaal-
gebied (zelfs een basisnormaalgebied). Immers, bij een vaste keuze van een z tussen —1
en 1 geldt voor de bijbehorende y-codrdinaten dat

0<y<V1-z2
We vinden dus de continue functies g; met g;(z) = 0 en g, met g5(z) = v/1 — z2. Er geldt
G={(z,y)] —1<2 <0<y <Vi-a?},
We hebben G nu opgedeeld in verticale lijnstukken, zie figuur 7.3. Ga na dat we G ook

y=V1-z2

o2 4y?=1
= y?=1-22

=> y=%V1-z2

FIGUUR 7.3: Het verticale lijnstukje behorend bij een z € [—1,1]
kunnen opdelen in horizontale lijnstukken. Geef zelf de bijbehorende beschrijving?. ___mm

Voorbeeld 7.1.6: G is het binnengebied met rand van de driehoek met hoekpunten
A(0,0), B(1,1) en C(2,1). We beschrijven G op twee manieren als normaalgebied, eerst
door G op te delen in horizontale lijnstukken. We kiezen daartoe een willekeurige y € [0, 1].
Merk op dat de zijde AB op de lijn y = z en de zijde AC op de lijn y = 3z ligt. Voor
het horizontale lijnstuk in G, behorend bij y, geldt dus: y < z < 2y (zie figuur 7.4a). We
concluderen dat

G=A{(z,y)|0<y <L y<z <2}
Nu de andere beschrijving. Het is verstandig om G in dit geval in twee (basis)normaalge-

2G={(z,y) |0<y <1 —/1-? <z </1-92}.
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y=¢

Q

[V

[

Figuur a Figuur b

FIGUUR 7.4: Twee manieren om een driehoek te beschrijven

bieden G, en G, te knippen (zie figuur 7.4b). We beschrijven eerst G;. Kies daartoe een
willekeurige z € [0,1]. Voor de bijbehorende y-codrdinaten geldt dan dat deze tussen 3z
en z liggen, zodat

G, ={(z,y)|0<z<1; jz<y<Lz}

Voor de beschrijving van G nemen we z tussen 1 en 2. Voor de bijbehorende y coordinaten
geldt nu 2z <y < 1. Dus

Gy={(z,y)|1<z<2 tz<y< 1}
We concluderen dat

G=G UGy ={(z,9)|0<2<1;le<y<a}u{(z,y) |1 <2 <2 32 <y <1}

|

7.1.4 Integralen over normaalgebieden

In §7.1.1 hebben we al opgemerkt dat een continue functie integreerbaar is over een nor-
maalgebied. Dit betekent dat Riemannsommen bij partities van G waarvan de maaswijdte
naar nul gaat, convergeren naar een vaste waarde, namelijk de waarde van de integraal.

De vraag is hoe we een integraal kunnen berekenen. Om tot een in veel gevallen
bruikbare methode te komen gaan we op dezelfde manier te werk als bij integralen over
rechthoeken. We maken een partitie van het gebied door het gebied volgens horizontale
en verticale lijnen “in stukken te knippen”. Op de deelgebieden aan de rand na, wordt
het gebied daardoor in rechthoekjes verdeelt, met zijden evenwijdig aan de z- en y-as, en
zo dat elke zijde aan hooguit één ander deelgebiedje grenst (zie figuur 7.5). Door in de
Riemannsommen alleen de deelgebieden te betrekken die een rechthoek vormen, kunnen
we aantonen dat deze bij naar nul naderende maaswijdte convergeren naar

L[5 ren )
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>

FIGUUR 7.5: Een handige partitie voor een normaalgebied

als we sommeren over verticale stroken en G beschrijven zoals in (7.5) Als we sommeren
over horizontale stroken convergeren de genoemde Riemannsommen naar

fcd (/:::) f(z,y) dm) dy.

Hierbij wordt G beschreven zoals in (7.6). Verder kunnen we aantonen dat de Riemann-
sommen ook convergeren naar
/ / fdA.
G

Dit is aan te voelen, doordat bij kleinere maaswijdte het verwaarloosde gedeelte bij de
rand steeds kleiner zal worden.

Met dit alles hebben we de tweede versie van de stelling van Fubini aannemelijk
gemaakt:

STELLING 7.1.3 (Fubini) Laat f een continue functie zijn op een basisnormaalgebied
G. Veronderstel dat G gegeven wordt door

G={(z,y)|a <z <b; gi(z) <y < ga(2)}

waarbij g, en g, continue functies van z zijn, of

G={(z,y) | c<y <d; hi(y) <z < ha(y)}

waarbij h, en h, continue functies van z zijn. Dan geldt:

fraa=[ ([ steman)
Lroa= [ ([ seres) o

Opmerking : Vanwege bovenstaande stelling noteren we ook vaak

[ £aa= [[ @) dz,.
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Voorbeeld 7.1.7: We berekenen [f, fdA als f gegeven wordt door f(z,y) =z +y en
G = {(z,y) | 2> + y?> < 1; y > 0}. In voorbeeld 7.1.5 hebben we gezien dat we G kunnen
schrijven in de vorm

G={(z,y)| —1<2<1;0<y<V1—-2%}.

Met Fubini volgt dan

//GfdA

/11 (/Om(m+y)dy) dz
= / (zy+ % 2)|,,_ Ty
/_l(wxfl-—_?v—z—i- l1-2?))dz

1
= (-3a-2)Pl+ie- 1Y) =
-1

wiN

We kunnen G ook beschrijven door

G={(z,9)|0<y<1; —vV1-y? <z <V1-y?}

Dit levert een tweede manier om de gevraagde integraal te berekenen:

/GfdA / (/\/__w;,m)

z=4/1-y?

—+/1-y2

I

/2y\/1—y2dy
0

— 2 23/21__2
- 3(1 y) lo_3

Als we een gebied op twee manieren kunnen beschrijven, zegt de stelling van Fubini dat
we [[. fdA in principe op twee manieren kunnen berekenen. Soms is de ene manier
handiger dan de andere. Zo bestaat in het bovenstaande voorbeeld een lichte voorkeur
voor de tweede daar behandelde manier. Evenals bij enkelvoudige integralen kan het
lastig zijn een primitieve uit te drukken in de ons bekende standaardfuncties of is het zelfs
onmogelijk. In dat geval kan het zinvol zijn de integratievolgorde om te wisselen. Het
volgende voorbeeld illustreert dit.

Voorbeeld 7.1.8: G is het binnengebied met rand van de driehoek met hoekpunten
A(0,0), B(1,1) en C(2,1). We berekenen [f_y%e¥’ d(z,y).
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In voorbeeld 7.1.6 hebben we gezien dat

G=GUG,={(z,9)|0<z<1; iz <y<z}Uu{(z,y) 1<z <2 32 <y <1}

[ dey = [[ v+ [[ e’ dey)
/0 (/l yey dy) dz+/ ([-xy e¥ dy) dz.

Echter, we kunnen een primitieve van y2e¥” niet uitdrukken in de ons bekende standaard-
functies, zodat bovenstaande poging vruchteloos is. Omwisselen van de integratievolgorde
biedt echter uitzicht: In voorbeeld 7.1.6 hebben we gezien dat we G ook als volgt kunnen
beschrijven

Dus

G={(z,y)|0<y <1 y<z <2y}

2 1 2y 2
// y’e¥ d(z,y) = / < yle? dz) dy
G 0 y

Dus

—

We eindigen deze paragraaf met een beschouwing over het begrip oppervlakte. ledereen
heeft hierbij een idee: De oppervlakte van een rechthoek, driehoek, parallellogram en
cirkel kunnen we bepalen, en met behulp van enkelvoudige integralen ook oppervlakten
van figuren ingesloten door de z-as, de lijnen ¢ = a en z = b en de grafiek van een
(positieve) functie f. Echter, wat is de oppervlakte van een willekeurige gebied G in het
vlak? Om deze te bepalen, ligt het voor de hand om het gebied op te delen in n kleine
deelgebiedjes G; (we nemen dus een partitie van G) waarvan we de oppervlakte AG;
kunnen bepalen, en te zeggen dat

Opp(G) ~ E AG;.

Deze benadering zal beter worden als we een partitie nemen met een kleinere maaswijdte. .
Merk op dat het hier om Riemannsommen gaat bij de genomen partitie, het gebied G en
de functie f die constant gelijk is aan 1. We concluderen

Opp(G) = / dA.

Omdat oppervlakte slechts een intuitief begrip is, wordt bovenstaande uitdrukking als
definitie van oppervlakte (van een gebied G in het vlak) gegeven.
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Voorbeeld 7.1.9: We berekenen de oppervlakte van de ellips

= {5+ %<1

met @ > 0 en b > 0. Met het bovenstaande volgt dat deze oppervlakte gelijk is aan

f dA.
G

Om deze integraal te berekenen, geven we eerst een beschrijving van G volgens verticale

intervallen
$2 mz
E={(z,y)| —a<z<a; b 1—;Sysb 1__5;}.

// dA = /_a(_\/_ﬁdy) dx=/_°a2b,/1—z—2dx.

Via de substitutie t = £ zien we dat dit laatste gelijk is aan

Hieruit volgt

1 ¢ 1
2ab/ V1-t2dt = 2ab(-2—\/1 — 12 + L arcsin t)l = mab
-1 -1
(zie de tabel met integralen). —

7.1.5 Transformatie naar poolcoordinaten

In de voorgaande paragraaf hebben we gezien hoe we met behulp van de stelling van
Fubini een tweevoudige integraal over een gebied G kunnen berekenen. De hoofdgedachte
bij het bewijs van deze stelling is, dat we het gebied G opdelen in rechthoekjes met zijden
evenwijdig aan de z-as en de y-as. Soms echter, is deze opdeling helemaal niet voor de
hand liggend: De functie en/of het gebied “vragen” dan om een andere opdeling. In deze
paragraaf zullen we de situatie bekijken waarin het gebied cirkelvormig is en/of de functie
een functie van z2 + y? is. In de volgende paragraaf doen we het algemeen.

Het volgende voorbeeld laat zien dat de gegeven integraal zelfs niet is te berekenen
met de methode van de vorige paragraaf. Verderop zullen we zien dat de integraal met de
methode van deze paragraaf wel is te berekenen.

Voorbeeld 7.1.10: Laat f(z,y) = e* ¥ en G = {(z,y) |2 +y? < 1; y > 0}. Ga na dat

volgens Fubini geldt
1-z2
[lan= [ ([T e ar) o

Nu kennen we voor e® *¥" geen primitieve naar z, uitgedrukt in de ons bekende stan-
daardfuncties en dus biedt bovenstaande wijze van berekening geen perspectief. Ook
verwisseling van de integratievolgorde levert niets op. S

Bij de tweede methode om tweevoudige integralen te berekenen kiezen we feitelijk een
andere partitie van het gebied G: In de vorige paragraaf legden we over G een “netwerk”
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FIGUUR 7.6: Een andere handige partitie voor een normaalgebied

van lijnen evenwijdig aan de z-as en de y-as. Nu leggen we over G een “netwerk” van
lijnen door de oorsprong, en cirkels met de oorsprong als middelpunt (zie figuur 7.6). De
tussenpunten kiezen we steeds precies in het midden van het deelgebiedje.

Voordat we de zaak gaan uitwerken, merken we op dat het bij deze keuze van netwerk
niet handig is om met de gewone rechthoekscodrdinaten (z,y) te werken. Het gaat beter
met poolcodrdinaten (r,¢): Hierbij stelt r de afstand van het te beschrijven punt tot de
oorsprong voor en ¢ de hoek van de positieve z-as met de verbindingslijn van het punt tot
de oorsprong (zie §1.3.2). Het verband tussen rechthoekscodrdinaten en poolcotdinaten
wordt gegeven door

T =TCosp
y=rsing
en andersom
r=+z2+y? .
zo dat cos p = ——
Y O

We zullen nu een formule afleiden, waarmee we tweevoudige integralen (eventueel) middels
poolcodrdinaten kunnen bepalen. In figuur 7.7 is deelgebiedje Gi; getekend. Dit gebiedje
kan met poolcoordinaten beschreven worden door

Gij=A{(r@) |riei < v <5 i1 < 0 <5}
Voor het tussenpunt t;; = (7, ;) geldt

__ritrig

7= _pit @i

2 NPT T
Ga nu na dat de oppervlakte AG;; van het deelgebiedje G;; gelijk is aan
AG;; = 5(rf - ri_)Ap = Hri+ric)ArAp = ArAgp

waarbij Ar = r; — r;_y en Ap = @; — @;_, (zie opgave 15).
Laat nu f een functie zijn van de twee variabelen z en y. Omdat we met poolcodrdi-
naten werken, vervangen we z door r cos ¢ en y door rsin . Voor het tussenpunt t;; geldt
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FIGUUR 7.7: Een deelgebiedje met tussenpunt

dus dat ¢ = 7; cos @; en y = 7; sin ;. We gaan nu [f; f dA bepalen via Riemannsommen.
Er geldt, voor een partitie met kleine maaswijdte:

/fa fdA =~ Z Z:f(tij)AGij = ZZ f(7icos @;, 7isin @;)F: ArAp
i=1 j=1 i=1 j=1

Nu is de laatste som een Riemannsom bij de functie r f(r cos ¢, 7 sin ¢), welke geschreven
is op de manier van formule 7.1 op bladzijde 264. We hebben in §7.1.2 gezien dat deze
som op zijn beurt ongeveer gelijk is aan

[ freosereing)rd(r, o)
G

waarbij we G moeten beschrijven in poolcodrdinaten.
We hebben de volgende stelling aannemelijk gemaakt:

STELLING 7.1.4 Laat G een normaalgebied zijn en f een continue functie op G. Dan

eldt
g //G:fdA=/Lf(z,y) d(x,y):://Gf(rcoscp,rsincp)rd(r,cp),

In het eerste geval wordt G beschreven in rechthoekscodrdinaten en in het tweede geval in
poolcoordinaten.

Het volgende voorbeeld laat zien hoe deze stelling toegepast kan worden.

Voorbeeld 7.1.11: In voorbeeld 7.1.10 hebben we gezien dat we

J e de)

met G = {(z,y) | z? + y*> < 1; y > 0} niet kunnen berekenen met de methode van de
vorige paragraaf. We gaan daarom over op poolcodrdinaten. Ga na dat G in dat geval
beschreven wordt door G = {(r,) |0 < ¢ < 7; 0 < r < 1}. Volgens bovenstaande stelling

geldt
// e tv’ d(m,y)=/ / e(’“s“’)z*('““"’)’rd(r,w)=// e d(rg).
G G ¢
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Deze integraal is wél op te lossen met de methoden van de vorige paragraaf:

g 1 T 2
// re” d(r,p) = / (/ re’” dr) dp = / ie”
G o \Jo 0

1
0d<p =im(e—1).

Opmerking : De methode van bepaling van bovenstaande integraal, kan gebruikt wor-
den om te bewijzen dat [;° e dz = %\/?r- Deze integraal is in vele toepassingen van
groot belang.

In het volgende voorbeeld is het wat lastiger om het gebied in poolcodrdinaten te beschri-
jven.

Voorbeeld 7.1.12: Laat G = {(z,y) | 2> + y*> < 4; = > 1}. Bepaal

//G @'z+_1yz‘)§/‘z'd(z,y)-

Aldus: Een rechtstreekse berekening van deze integraal is zeer lastig. Daarom gaan we

over op poolcoordinaten. Een voor de hand liggende keuze, omdat het om een functie van

z? + y? gaat én omdat het gebied een gedeelte van een cirkel om de oorsprong is.
Allereerst schetsen we G (zie figuur 7.8). Ga met behulp van deze schets na dat het

r=1
= rcosp=1
= r==1

cos ¢

FIGUUR 7.8: Het gebied G' van voorbeeld 7.1.12

gebied in poolcodrdinaten beschreven wordt door

G={(rne)| —sr<p<im

//G@‘zrlyiwd(may) = //G;},;'T‘d(r,(p)

Dus
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7.1.6 Transformaties in het algemeen

In de vorige paragraaf hebben we gezien dat het handig kan zijn om een integraal met
behulp van poolcodrdinaten te berekenen. Dit is afhankelijk van de vorm van het gebied
en/of van de functie. Er zijn sitaties waarbij het gebied en/of de functies om andere
coordinatentransformaties vragen.

Voorbeeld 7.1.13: Het gebied G wordt beschreven door
G={(z,y)|z>0; 2 <y<dz; 1 <zy<9}. .

In figuur 7.9 hebben we G geschetst. Het is niet echt makkelijk om dit gebied te beschrijven

FIGUUR 7.9: Het gebied behorend bij voorbeeld 7.1.13

als normaalgebied in z- en y-codrdinaten, en integralen over dit gebied worden al gauw
vervelend. Als we schrijven:

u=2zy

v=y/z

dan wordt de beschrijving van G een stuk eenvoudiger: We krijgen dan namelijk

G={(uy,v)|1<u<9; 1<v<4}.
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Het beschrevene in bovenstaand voorbeeld wordt een coérdinatentransformatie genoemd:
We gaan van (z,y)-codrdinaten over op (u,v)-codrdinaten via een transformatieformule,
die een vectorfunctie van R? naar R? is:

u u(z,y)
[ v] [ v(z,y) } (=)
Een voorwaarde voor een codrdinatentransformatie is dat deze inverteerbaar moet zijn op
G: Dit is een voor de hand liggende eis, omdat we na overgang op nieuwe codrdinaten,
ook weer “terug” moeten kunnen naar de oorspronkelijke codrdinaten! Voor het vervolg

moet bovendien geeist worden dat de partiéle afgeleiden van de componentfuncties van de
coordinatentransformaties bestaan.

Voorbeeld 7.1.14: De transformatie van voorbeeld 7.1.13 kan voor positieve z en y, en
positieve u en v, beschreven worden met de volgende twee transformatieformules:

| ulmy) | | 2y _ | z(ww) | _ | Vulv
ti(z,y) = [ o(z. ) ] = [ o/ ] of met t,(u,v) = [ u(.v) ] = [ /i }

waarbij t; en t, elkaars inverse zijn.
Ook bij de overgang op poolcoordinaten hoort een transformatieformule:

o= | 209 | = Tee ]

De inverse van deze transformatie is vervelend (zie opgave 28). — -

Merk nu op dat een codrdinatentransformatie een partitie van het gebied G induceert:
We kunnen namelijk krommen van het type u = constant en v = constant in het gebied
tekenen. In figuur 7.10 hebben we dit gedaan voor de codérdinatentransformatie behorend
bij voorbeeld 7.1.13, en in figuur 7.6 voor de overgang op poolcodrdinaten (hier zijn de
krommen r = constant (cirkels dus) en ¢ = constant (rechten door de oorsprong dus)
getekend). Door een codrdinatentransformatie wordt er als het ware een netwerk over het
gebied gelegd.

We gaan nu

//GfdA.

bestuderen. Om deze integraal te berekenen gaan we uit van een algemene coordinaten-
transformatie
t(u, v) = z(u,v)
y(u,v)

Deze coordinatentransformatie induceert een partitie van het gebied G, die het gebied
G in deelgebiedjes G;; verdeeld. Het gebiedje G;; wordt hierbij begrensd door krommen
van het type u = constant = u;_; en u = constant = u; en door krommen van het type
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y 4

FIGUUR 7.10: De door de codrdinatentransformatie geinduceerde partitie

v = constant = v;_; en v = constant = v; (zie figuur 7.11). Een bijbehorende Riemannsom
wordt nu

J[L£aAm Y 1651 AG5 = 3 fa(@, ), u(@ 1) Ay (7.7)

Hierbij hebben we de z- en y-coordinaten van de tussenpunten t;; beschreven met
behulp van u en v: De z-codrdinaat als (@;,7;) en de y-codrdinaat als y(;, 9;)

Onze taak is nu om de oppervlakt AG;; uit te drukken in u en v. Hierbij is enige kennis
nodig uit de cursus lineaire algebra. »
We schetsen eerst een gebiedje Gi;, zie figuur 7.11. De oppervlakte van het gebiedseg-

B=(ui-1).vj) e .
TN gebiedje Gij N
SN
L \
*\u=conslanl : .
AR -
\ \ strooipunt tij o
NN
\ N
N\ N\
\\‘ v=constant e \\.\\\
N )
e
e
Ve
A=(u(i-1),v(-1)) B=(uiv(j-1))

FIGUUR 7.11: Een deelgebiedje G;;

mentje G;; wordt benaderd door de oppervlakte van het parallellogram opgespannen door
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de vectoren AB en AC (zie figuur 7.11). Merk op dat geldt
A= ("’(“i—hUj—l)ay(ui—l,vj-1)),

B = (z(ui-1, v;), Y(ui-1,9;))
en
C = (2(ui, vj-1), Y (us, vj-1))-
Hierbij zijn wu;_1, ui, v;—1 en v; de constanten geinduceerd door het netwerk. Er volgt

A_B) z(ui_1,v;) — z(Ui-1,v5-1) ] — l:gl(”j) — 91(vj-1) }

y(uz 1,01) y(ui-—l,Uj—l) gz(Uj)—gz(Uj—l)

waarbij g; de functie met voorschrift g;(t) = z(u;_1,t) is en g, die met voorschrift g,(t) =
y(ui_q,t).

Uit hoofdstuk 4 (deel 1 van het dictaat) weten we dat voor differentieerbare functies
g geldt dat

g(z) = g(2io1) + g'(zi1) (x — 2i1)

mits z — z;_; klein is. De rechter uitdrukking is de linearisering van g om z;_;. Uit
bovenstaande volgt dat

g(z:) — g(zisy) = g'($i—1)($i — T ).

Als we dit toepassen op g; en g, volgt

A—B’ [ 91(v;) = 91(vj-1) } [ 91(vj-1) (v = vj-1) ] - [ 91(vj-1) } (v; —vj-1)-

92(v;) — ga(vj-1) 95(vj-1) (vj — vj-1) 95(vj-1)

Merk nu op dat

91(vj-1) = _g%(ui—l,vj—l)
en dat

92(vjma) = %%(u,-_l,vj_l)
We zien

Oz (-1, 051)
T  \Wi-1yVj5-1

/ﬁ ~ gg ! (’Uj — ‘Uj_l).
81)(

. ’lli—l,vj—l)

Op dezelfde manier leiden we af dat

1_4?% 3 “z el 1) (’Ll,,'—ui__l).
du

’U,, 17'0] 1)
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Uit de lineaire algebra is bekend dat de oppervlakte van het parallellogram opgespannen

door AB en 71? gelijk is aan |det] Zﬁ Z@ | en uit bovenstaande afleiding volgt dat dat
op zijn beurt gelijk is aan

oz Oz
—;(ui—lauj—l) ""';)'(ui—l,vj—l)
det g (u,~ - u;_l)(vj - 'Uj—l)-

Y Y
%(ui-—lyvj—l) ‘a—v(“i—h”j—l)

//f z,y) d(z,y) ~

0% (s 0yms) (i, v5)
Z:f(x(ﬁi,ﬁj),y(ﬁi,ﬁj)) det Qy B 3 e (ui = wi1) (v; — vj-1)-

(%-1,0] 1) 5;(“:'-1#’;’-1)

Met (7.7) volgt nu

Deze uitdrukking correspondeert met een Riemannsom van de integraal

f(z(u,v),y(u,v)) [det | GY d(u,v)
It g_(u v) gy(u v)

waarbij G beschreven wordt met (u,v)-codrdinaten.

In het voorgaande hebben we de volgende stelling aannemelijk gemaakt:

STELLING 7.1.5 Laat G een normaal gebied in het vlak zijn en laat

(0, 0) = { =) }

een coérdinatentransformatie zijn, waarbij we van (z,y)-codrdinaten overgaan op (u,v)-
coordinaten. Dan geldt:

[ 1 92 wv) 2 (u,v)
@) d(s,) = [[ fletwo)y(wv)|eer| Gu " G d(w,v),
%u,u) %(u,v

waarbij H het met G corresponderende gebied is, beschreven in (u,v)-codrdinaten.

De determinant die in bovestaande stelling voorkomt wordt de Jacobiaan van de transfor-

matie genoemd en vaak genoteerd als ai(——l dus

T Oz
3(&,Y) _ gut %(u,v) PO
O(e0) L L)

We zullen in het volgende voorbeeld laten zien hoe bovenstaande stelling toegepast kan
worden.
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Voorbeeld 7.1.15: Laat G het gebied zijn van voorbeeld 7.1.13, dus het gebied in het
eerste kwadrant van het (z,y)-vlak dat begrensd wordt door de hyperbolen zy = 1,2y =9
en de lijnen y = z,y = 4z (zie figuur 7.9). We willen

JL/E+ v e

bepalen. Gezien de vorm van het gebied en de gedaante van de integrand is het handig om
over te gaan op een netwerk bestaande uit hyperbolen van de vorm zy = constant en lijnen
van de vorm £ = constant. Dus we passen (net als in voorbeeld 7.1.13) de transformatie
u=2zyen v=1% toe.

Als we G beschrijven met (u,v)-codrdinaten krijgen we

H={(y,v)|1<u<9; 1<v<4}

(dit is zeker een vereenvoudiging). De integrand \/g + /Ty gaat over in /v + /u.
In voorbeeld 7.1.14 hebben we gezien dat z(u,v) = \/g en y(u,v) = 1/uv en dus

% ) = 5=
EIA A Wk
?ﬁ(u v) v
ov "’ 2v/uv?’
oy . 1\/’12
0u(u’v)—2 v’
oy _ 1\/§
%(u7v) - 2 'U,,
zodat
( 1y) 2\/11W 2:—7:,,3 1
a(uv)““[%\/% : }=2—
Dus

[ o+ Vg duv)

/(/ 2f+£dv) du

/1 (\/5+%\/ﬂlnv)| du

/19(1+\/17]n2)du

9
= (u+§u\/ﬂln2)|1
= 8+2n2.

[L/E+vandey

I



282 Hoofdstuk 7. Meervoudige integralen

In het volgende voorbeeld laten we zien dat stelling 7.1.4 met betrekking tot de trans-
formatie naar poolcodrdinaten een direct gevolg is van stelling 7.1.5 met betrekking tot
algemene transformaties. :

Voorbeeld 7.1.16: Voor poolcodrdinaten geldt z(r,¢) = rcose en y(r,p) = rsingp,
zodat 9
T

() = cosp

a—:E(u ) = —rsin
a‘p yP) = P,

0y )
57(1", @) = sin ¢,

g%(r, () =T COS P,

Hieruit volgt dat

ar,p) singp rcosep

Dit is in overeenstemming met de meetkundige berekening uit de vorige paragraaf. s

5 o
(x,y)_det[cosga r51n9°]=rcoszgo+rsin2<,o=r.

7.1.7 Numerieke integratie van tweevoudige integralen

Net zoals bij enkelvoudige integralen zijn vele tweevoudige integralen niet analytisch te
berekenen. In zulke gevallen zijn we aangewezen op numerieke integratiemethoden voor
tweevoudige integralen. Deze methoden zijn gebaseerd op de eerder behandelde methoden
voor numerieke benadering van enkelvoudige integralen, te weten de trapezimuregel en
de regel van Simpson (zie §5.6). In deze paragraaf zullen we één methode aanreiken:
Twee maal toepassen van de Trapeziumregel. Aan de hand hiervan kunnen tamelijk snel
een tweetal andere methodes gegeven worden: Twee maal toepassen van de regel van
Simpson, of één maal toepassen van de Trapeziumregel en één maal toepassen van de
regel van Simpson.

De bedoeling is dat we een integraal van het type

J[ f(e) diz)

kunnen benaderen. Het idee is, dat we twee keer de Trapeziumregel toepassen, namelijk
een keer op de y-coordinaten en een keer op de z-codrdinaten.

Neem eerst eens aan dat het gebied G een rechthoek is:
G={(z,9)|a<z<bc<y<d}

Volgens Fubini geldt dan

//Gf(z,y) d(z,y) = /cd </abf(x,y) dm) dy.
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Merk op dat de binnenintegraal in feite een functie van y is! Schrijf daarom even

[ s ds = o).
We zien 4
//Gf(w,y)d(ﬂv,y)=/c 9(y) dy.

Als we de trapeziumregel hierop toepassen, vinden we

/cdg(y) dy ~ %Ay{g(C)+2g(C+Ay)+2g(C+2Ay)+' +2g(c+(n—1)Ay)+g(d)}. (7.8)

We hebben het interval [c,d] hierbij in n deelintervallen van gelijke lengte verdeeld en
Ay = (d — ¢)/n is de lengte van zo’n deelinterval.
Nu moeten we de uitdrukking g(c+kAy) nog benaderen. Deze uitdrukking staat voor

/b f(z,c+ kAy)dz

welke we ook benaderen met de trapeziumregel (Eventueel zouden we ook de regel van
Simpson kunnen nemen). Hiertoe verdelen we het interval [a,b] in m deelintervallen van
gelijke lengte en schrijven we Az = (b — a)/m. We vinden

g(c+ kAy) ~
1
§Aw{f(a,c+kAy) +2f(a+ Az,c+ kAy) +
2f(a+2Az,c+kAy) +---+ f(b,c+ kAy)}.

Nu moeten we dit in 7.8 invullen. Als we dat doen kunnen we een factor %Az . —;—Ay buiten
haakjes halen, terwijl er binnen de haakjes de som van allemaal uitdrukkingen van het
type

f(tig) = fla+ 1Az, b+ kAy),

vermenigvuldigt met 1, 2 of 4, staat. We schrijven dit kort in de volgende vorm:

//G f(zy) dle,y) ~ i—AwAyiiwhkf(t,’k), (7.9)

1=0 k=0
waarbij de gewichten w; en de steunpunten t;, gegeven worden door het “gewichten-

schema” van figuur 7.12. Formule 7.9 is de in de inleiding bedoelde numerieke benader-
ingsmethode.

Voorbeeld 7.1.17: We benaderen [f,, f(z,y) d(z,y) als G = [0,2]X[1,4] en f(z,y) = zy>.
We verdelen de rechthoek in de z-richting in twee deelintervalen (dus m = 2 en Az = 1)
en in de y-richting in 3 intervallen (dus n = 3 en Ay = 1). Maak zelf het bijbehorende
gewichtenschema. Uit dit gewichtenschema lezen we af dat

/L zy’ d(z,y) ~

0.1 +21(0,2) +27(0,3) + F(0,) +

2(1,1) +4f(1,2) +4£(1,3) +2f(1,4) +
£(2,1) +2£(2,2) +2£(2,3) + f(2,4)} = 43.
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il - -1 to,n 2t 2t2a 2 1 tm,n
2 4 2
Ay
2fto,2  4jti,2  4it22 4 2t m,2
2lto,s  4lti,1 4tz 4 2|tm,1
b _1too 2|tio 2]tz0 2 1tm,0
i | | |
| | | t
| ! ! ]
a Az b

FIGUUR 7.12: Het gewichtenschema bij twee keer toepassen van de trapeziumregel

Ga na dat de exacte waarde 42 is. e wm

Het geval dat G geen rechthoek is behandelen we aan de hand van het volgende voorbeeld
De methode is gelijk aan die voor een rechthoek.

Voorbeeld 7.1.18: We benaderen [ f(z,y) d(z,y) als f(z,y) = 2y’ en G = {(z,y)[0 <
z<1; 1— 22 <y <1422} We passen daartoe eerst Fubini toe en zien dat

[[sevies=[ ( /+ F@,9) dy) .

De binnenintegraal is alleen afhankelijk van z en noemen we daarom even g(z). Dan volgt

[ 1@ = [ oo ds.

We verdelen het interval [0,1] nu in vier deelintervallen van gelijke lengte A = 1/4.
Toepassen van de trapeziumregel levert dan

f/G f(z,y) d(z,y) = %h{g(O) +29(5)+29(5) +29(3) +9(1)}- (7.10)
Nu is
1 17/16
9(0)=/ f(0,y)dy g(:‘;)=/ f(%y)dy
o "5/ 1 \ 15036 \
.<1(5)—/3/4 f(Gy) dy g(z)=///16 f(3,y)dy

Op elke van deze integralen kunnen we een numerieke methode toepassen om ze te be-
naderen. We passen hier op alle integralen weer de trapeziumregel toe en delen elk inte-
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FIGUUR 7.13: Het schema behorend bij voorbeeld 7.1.18

gratieinterval in drie deelintervallen van gelijke lengte. We zien

9(0) =05

93~ 3 24{f(31’;2 )+2f(3,
93)~ 3"

g(%) % g{f 4’16)+2f(3’176+3)+2f(4’16
()~ 5-3{F(1,0) +2f(1,3) +2f(1,3) + S( 1,2)}

Als we dit invullen in (7.10) vinden we

| feyde.) ~

lh{o +

-bl»

Wity ojw o= N

F(f(1,0)+2£(1,3) +2f(1,3) + f(1,2))}

+3)+2f(hnt )+ (R}
1G9 +2f(§,i+ B+27(3,24+ %) +f(2, R
8 + (3, %)}

LGB +4fG B+ H+4G Rt o) 2S5 8)+
@f 2,4)+4f(2,4+6)+4f(;,2+ H+2f(3,3) +
( 4’16 +4f(4’16+8)+4f(4’16+8)+2f

58+

Dit is weer te onthouden met een schema, equivalent aan dat voor een rechthoekig gebied.
In figuur 7.13 hebben we het schema getekend. Vul zelf de juiste gewichten in en probeer
in te zien hoe bovenstaande benadering met de figuur te onthouden is. -

OPGAVEN (bij §7.1)

. Geef een normaalgebied dat geen basisnormaalgebied is.

. Laat zien dat de volgende gebieden basisnormaalgebieden zijn.

(@) G={(z,y) |e®+y* <Lz +y > 1}
(b) G=A{(z,y)|2* -2z +y* <0}
() G={(z,y) |2 +3y* <3y >z >0}
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. Geef een voorbeeld van een gesloten en begrensd gebied dat geen normaalgebied is.

. Bereken [[ f dA waarbij

(a) G=[013]X[0’2]enf( z,y)=4- %

(b) G =[0,3] x [-2,0] en f(z,y) = =’y — 2zy;
(¢) G=][m2r]x[0,7]en f(z,y)=sinz + cosz;
(d) G =[1,In8] x[0,In2] en f(z,y) = e”*Y.

. Bereken de volgende herhaalde integralen.

@ [ ([ @y -200)dy) dao
o [ (/ )dy;
(c) /1 (/0 e’édy) dz.

Bereken // e zyd(z,y) met G ={(z,y) |z? +y* < 1; £ > 0; y > 0}.
G

. Bereken / / zy d(z,y) met G de driehoek die begrensd wordt door de hoekpunten (0,0),
G

(1,2) en (2,1).

. Bereken (| sin(z +y)ei* d(z,y) met G ={(s,3) [0< 2 <7 0 <y < 5
G

. Laat B = [a;,b] X [as,b] en f(z,y) = fl(z)fz(y). Toon aan dat

/ / FdA = f1 @) dz- [ fy) dy

az

1 VT
. (a) Bereken/ (/ sin z? dx> dy.
0 yT

8 2 1 d
b) Berek /(/ )d.
(b) Bereken o Uy g y | dz

Laat zien dat met de definitie van oppervlakte volgt dat de oppervlakte van een
(a) rechthoek met zijden a en b gelijk is aan ab;
(b) cirkel met straal r gelijk is aan 7r?;

(c) gebied ingesloten door de z-as, de lijnen z = a en = = b, en de grafiek van een
positieve functie f gelijk is aan

/ab f(z) dz.

Beschouw stelling 5.5.1 uit hoofdstuk 5. Leidt het resultaat van deze stelling af door uit
te gaan van de definitie van oppervlakte.
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. (a) Welk gebied G in R? maximaliseert de waarde van

J[@==" -2 ey
G
(b) Welk gebied G in R? minimaliseert de waarde van

[+ v -9 davy?

Bepaal het volume van het lichaam dat ligt onder de paraboloide z = z2? + y% en boven de

driehoek die ingesloten wordt door de lijnen y =2,z =0enz +y = 2. —ig 7

Laat zien dat de oppervlakte AG;; van het deelgebiedje G;; uit figuur 7.7 gelijk is aan
AGy; = 3(r} = i) A,
waarbij Ay = ¢; — @;_1.

Een gebied G wordt beschreven in poolcodrdinaten. Beschrijf de oppervlakte van G met
een tweevoudige integraal.

Schets de verzamelingen welke in poolcodrdinaten gegeven worden door:
(a) r=2;

(b) r<2;
() 0<p< &
(d) rcosp=2;

(e) rcosp+rsing =1;
(f) r?=4drsine.

Beschrijf de volgende verzamelingen in poolcoérdinaten:
(@) z=T1;
(b) z—y=3;

(c) sz24+ 3> =1;
(d) (z-3)2+(y+1)*=4.

Beschrijf de volgende gebieden in poolcodrdinaten:

(a) De cirkelschijf met centrum O en straal 3;

(b) De cirkelschijf met centrum (1,0) en straal 1;

(c) Het eenheidsvierkant met de hoekpunten (0,0), (1,0) en (0,1);
d) {(zy9)|2*+y* <Lz+y>1}

Schrijf de volgende integralen als herhaalde integraal in poolcodrdinaten:
(a) [lgsin(z? +y?) d(z,y) met G = {(z,y) |2 +y> < 4; 2 > 0; y > 0};

1 2 2 _ 2 2 .
() [fo 7 n(e? +7) d(e,p) met G = {(2,9) | 5% + 47 < 45 o+ 2 1).

iz

(]
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Zij G = {(z,y) | 2> +y* <L z4+y > 1} Bereken // (z* + y?) 3?2 d(z,y).
G

De kromme & in R is in poolcodrdinaten gegeven door r = cos? p met S+ < <
(a) Schets k.
(b) Bereken de oppervlakte van het door k begrensde gebied.

[NIE]

Zij G ={(z,y) |2?+y* > 1L y* <4-45;2 20, y 2 0}. Bereken // ———l———ad(z,y).
¢ (z2+9%)?

pealce 6 cclircdle

Zij G = {(z,y) | z* — 2z +y*> < 0}. Bereken // V2 +y2d(z,y).
G

1
Zij G = {(z,y) |22 +y* > 4; 0<z < 2 0 <y < 2}. Bereken //Gmd(x,y).

I=/ e~ dz.
0

Deze oneigenlijke integraal is niet te exact berekenen m.b.v. de technieken die beschreven
zijn in hoofdstuk 5. Er is te bewijzen dat

(/ e dz) (/ eV dy) =/ (/ e~ (= +y?) dy) dz.
0 0 0 0

Bereken hiermee 1.

(o] e—I
b) Bereken / dz.
(v) e
Beschouw een cilinder waarvan de basis gegeven wordt door het gebied dat ligt binnen de
cardioide welke in pool-codrdinaten beschreven wordt door de vergelijking r = 1 — cos ¢
en buiten de cirkel met straal 1 en centrum (0,0). De top van de cilinder ligt in het vlak
z = z. Bereken het volume.

(a) Beschouw de volgende integraal:

In voorbeeld 7.1.14 hebben we één van de transformatieformules voor de overgang op
poolcodrdinaten gegeven. Bepaal de andere transformatieformule, dus de inverse van de
functie t : R? — R? gedefinieerd door

t(r, ) = [ z(r, ) } — [ T COS } )

y(r,¥) rsin

Bepaal de Jacobianen 'gi(%% en g-%-:—'% voor de transformatie welke gedefinieerd wordt door

u=z—yenv=2c+y.
Gebruik de transformatie z = u + 3v, y = v, om de volgende integraal te berekenen:

{y;Hz

2
/ (A (22 — y)e= Y’ da:) dy.
0

G is het gebied in het 1-ste kwadrant dat begrensd wordt door de krommen met vergeli-

jkingen y=1,y=2%,y= 3z en y = 2z. Bereken // y“e’f/zz d(z,y).
G



t 32.

t 33.

h 34.

r 35.

r 36.

r 37.

7.1. Tweevoudige integralen 289

Zij G = {(2,y) | z* + 3y < 3; y > = > 0}. Bereken // z? d(z,y).
G

Zij G = {(z,y) |z > 0; y > 0; 1 <z +y < 2}. Bereken // ez d(z, ).
G

Geef het ”gewichten-schema” als we [[; f(z,y) d(z,y) met G = {(z,y)|a <z <b c<
y < d} numeriek berekenen, waarbij we “verticaal” Simpson en “horizontaal” de trapezi-
umregel gebruiken.

Gegeven de integraal // sin(z + y)e"¥d(z,y) met G = {(z,y) |0 <z <m 0<y < )
We benaderen de integr%.al met een “dubbele Simpson” waarbij m het “aantal malen
Simpson” is in de z-richting en n in de y-richting. Stel n =m = 2? met p=1,2,3,4,5.
(a) Geef bovengenoemde benaderingen.

(b) Deze benaderingen vormen een rij. Schat de convergentie-factor van de rij.

(c) Schat m.b.v. de convergentie-factor de onnauwkeurigheid van de laatste benadering.

Benader net als in de vorige opgave de volgende integralen en schat de onnauwkeurigheid:

(a) / /G e~ d(z,y) met G = [1,0] x [0, 1];
(b) //G arctan(zy) d(z,y) met G = [1,0] x [0, 1];
© [f 3/I=e =7 d@y) met G={(z,9)| ~1<2< L0y <V},

Geef een schatting van / sin(z? cos y) d(z, y) met een onnauwkeurigheid die kleiner
1

is dan 107%. oo
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7.2 Drievoudige integralen

7.2.1 De definitie

De drievoudige integraal is een integraalbegrip waarbij een begrensde reéelwaardige functie
f van drie variabelen over een gesloten en begrensd gebied G binnen het domein van f
geintegreerd wordt. De definitie van de drievoudige integraal lijkt zeer sterk op die voor
een enkelvoudige en een tweevoudige integraal. Echter, een meetkundige betekenis kunnen
we niet meer geven, wel een aantal toepassingen.

We zien een drievoudige integraal weer als limiet van Riemannsommen behorende bij
partities van het gebied G, waarbij de maaswijdte van die partities naar nul gaat. Wat we
doen is het gebied G ophakken in n kleine deelgebiedjes G; (we verkrijgen zo een partitie
P van G), waarna we in elk deelgebiedje een (tussen)punt t; kiezen. Hiermee maken we
de Riemansom behorend bij de partitie P, die luidt

D F(t)AV;
i=1

waarbij AV het volume van het deelgebiedje G; voorstelt.

We spreken af dat de maaswijdte |P| van de partitie P het grootste volume is van de
deelgebiedjes die in P voorkomen. We laten de partities nu zo variéren dat de maaswijdte
steeds kleiner wordt en naar nul gaat. Als de Riemannsommen

> f(t)AV:

dan, onafhankelijk van de keuze van tussenpunten, een vaste waarde benaderen, zeggen we
dat de functie f integreerbaar is over G. De waarde die door de Riemansommen benaderd
wordt heet de (drievoudige) integraal van f over G. We noteren deze waarde als

fl e

(De V staat voor Volume.)

Evenals bij enkelvoudige en bij tweevoudige integralen, kunnen we ons weer afvragen
welke functies van drie variabelen integreerbaar zijn en hoe/of we drievoudige integralen
kunnen uitrekenen. Met betrekking tot de eerste vraag hebben we een stelling die analoog
is aan stelling 7.1.1: Een continue functie van drie variabelen is integreerbaar over een
normaalgebied. In de volgende paragraaf gaan we in op het begrip normaalgebied. Op
het begrip continue functie gaan we verder niet in, we vertellen alleen dat een functie die
in één formule geschreven kan worden, continu is op zijn natuurlijke domein.

Voor de berekening van een drievoudige integraal hebben we twee versies van de stelling
van Fubini tot onze beschikking, die behandeld worden in §INSERT.
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7.2.2 Normaalgebieden

Voordat we de definitie van een normaalgebied geven, bekeijken we eerst het volgende
voorbeeld:

Voorbeeld 7.2.1: Bekijk het gebied G = {(z,¥,2) |z +y+2<1; 2> 0; y > 0; 2> 0}.
In figuur 7.14 hebben we dit gebied getekend.

Om dit gebied te beschrijven op de manier zoals we dat ook deden bij gebieden in R?,
kunnen we op verschillende manieren te werk gaan. De meest gebruikte manier is de vol-
gende, die analoog is aan de methode gebruikt voor de beschrijving van twee-dimensionale
normaalgebieden: Kies eerst (bijvoorbeeld) een z-codrdinaat. Deze mag gekozen worden
in het interval [0, 1]. Kies vervolgens een bij deze z behorende y-codrdinaat. Hiervoor moet
gelden 0 < y < 1 — z. Tenslotte kiezen we een bij deze z en y behorende z=codrdinaat,
waarvoor dan nog moet gelden dat 0 < z < 1 — z — y. We concluderen dat

G={(z,9,2)|0<e<1;0<y<1-2;0<z<1—z -y}

Een andere veel gebruikte manier is de volgende: Projecteer het gebied eerst op het z-y-
vlak. Noem deze projectie Gy, en kies een punt (z,y) in G;. Zoek vervolgens uit welke
waarden z mag aannemen bij deze keuze van (z,y). In ons geval is G; de driehoek in
het z-y-vlak met hoekpunten (0,0), (1,0) en (0,1). We kiezen een punt (z,y) in deze
driehoek. In figuur 7.14a hebben we alle punten getekend die tot het gebied behoren, en
die (z,y) tot z- en y-codrdinaat hebben. Merk op dat de z-codrdinaten van deze punten
voldoen aan 0 < z < 1 —z —y. We kunnen het gebied dus als volgt beschrijven:

G={(z,y,2) | (z,y) €G1; 0<z< 1~z ~y}.

Op deze manier hebben we het gebied min of meer in staafjes opgedeeld: Bij elk punt
(z,y) in G; een staafje. Merk nog op dat G een normaalgebied in R? is, en beschreven
kan worden met de methode van §7.1. Dit leidt bijvoorbeeld tot

Gi={(z,9)|0<2z<1;0<y<1—z}

Een derde manier om dit gebied te beschrijven, is een onderverdeling in vlakjes, bi-

zty+z=1
>z=l-z-y

FIGUUR 7.14: Het gebied van voorbeeld 7.2.1

jvoorbeeld evenwijdig aan het z-y-vlak. De ligging van zo’n vlak wordt bepaald door de
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z-codrdinaat. We kiezen dus eerst een z-codrdinaat, en wel zo dat er in het gebied punten
met deze z-codrdinaat bestaan. In ons voorbeeld moet dan gelden 0 < z < 1. Het bij de
gekozen z behorende vlakje noemen we G en bestaat uit die punten van G die juist de
gekozen z tot z-cobrdinaat hebben. In figuur 7.14 hebben we zo’n vlakje getekend. Er
volgt

G=A{(z,9,2)|0< 2 <15 (z,y) €G.}.

Merk op dat voor elke z geldt dat G, gezien kan worden als normaalgebied in het vlak.
Ga na dat geldt

G, ={(z,y)|0<z<1-20<y<1-z-2z}

Naar aanleiding van dit voorbeeld geven we de volgende definitie:

Definitie: Een basisnormaalgebied in de ruimte is een gesloten begrensd gebied dat op
(minstens) één van de volgende manieren te beschrijven is:

1. Er bestaan continue functies g en h van één variabele, en er bestaan continue functies
(1 en s van twee variabelen zo dat

G ={(z,9,2) |a <z < b; g(z) <y < h(z); or(z,y) < 2 < ale,9))
of een dergelijke beschrijving met verwisseling van de rollen van z, y en z.

2. Er bestaan continue functies ¢, en p, van twee variabelen zo dat

G = {(m,y,z) | (x$y) € Gl; (Pl(a“1y) S z S (P2(x’y)}'

Hierbij is G een normaalgebied in het vlak (G is de loodrechte projectie van G op
het z-y-vlak). Een dergelijke beschrijving met verwisseling van de rollen van z, y en
z is uiteraard ook geldig.

3. Er bestaan getallen p en ¢ zo dat

G=A{(z,y,2) |[p< z<q; (z,9) €G.}.

Hierbij is G, voor elke z € [p,q] een normaalgebied in het vlak. Een dergelijke
beschrijving met verwisseling van de rollen van z, y en z is ook geldig.

Een normaalgebied in de ruimte is een gebied dat te knippen is in eindig veel basisnor-
maalgebieden.

7.2.3 Integralen over normaalgebieden

In §7.2.1 hebben we al aangekondigd dat een drievoudige integraal van een continue functie
over een normaalgebied altijd integreerbaar is. Natuurlijk is de vraag (of en) hoe we zo’n
integraal kunnen bereken. De stelling van Fubini voor drievoudige integralen geeft hierop
het antwoord. Deze is analoog aan de stelling van Fubini voor tweevoudige integralen.
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STELLING 7.2.1 (Fubini) Laat f een continue functie van drie variabelen zijn op een
basisnormaalgebied G. Veronderstel dat G gegeven wordt door

G={(z,y,2) |a <z <b; g(z) <y < h(z); pr(z,y) < 2 < a(z,9) )

waarbij g en h continue funclies g en h van één variabele zijn, en ¢, en @, continue
functies van twee variabelen, of

G ={(z,y,2) | (z,y) € G1; ¢r(z,y) <z < pa(z,9)},

waarbij @, en @, continue functies van twee variabelen zijn, en Gy een normaalgebied in
het vlak s, of

G ={(z,y,2) |[p <2< g5 (z,9) € G.},

waarbij p en q getallen zijn en G, voor elke z € [p,q] een normaalgebied in het vlak is.

Dan geldt:
Jlfrar = [ (L (L s se) ) o
L ([ e ) e
= [(J] fenadwy) -

Opmerking : Vanwege bovenstaande stelling noteren we ook vaak

//Gde=/f/Gf(w,y,z) d(z,y, 7).

Voorbeeld 7.2.2: We berekenen [[f;(y? + 32%) d(z,y, 2), waarbij G het gebied uit voor-
beeld 7.2.1 is, dus

G={(z,9,2) |z +y+2<1;2>0; y>0; z>0}.

In dat voorbeeld hebben we G op drie manieren als normaalgebied beschreven. Eén van
die manieren was

G={(z,9,2)]0<2<1;0<y<1-2;0<2< 1~z —y}

Met de stelling van Fubini volgt dan

J[[w+saeua= [ ([T ([0 +anis) w) e

We hebben de drievoudige integraal dus herleid tot een herhaalde integraal, waarbij we
drie maal enkelvoudig moeten integreren. Uitwerken geeft

///G(y2 +32%) d(z,y,2) = /01 (/Ol_z(yzz + 2%)

z=l—-z—y

dy) dz

2=0
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([Tt 0o v)dy) i

1 y=1l—z

Gr-2)- ' -0 -a-y)|  d
y=0

1

t(1-z)dz

1]
- o~—~— o—— o—

-
ot
.

—

We eindigen deze paragraaf met de definitie van het begrip volume. Iedereen heeft
een (intuitief) idee bij dit begrip. Het volume van een willekeurig lichaam G in de ruimte
kunnen we benaderen door dit lichaam op te delen in n kleine deelgebiedjes V; (we nemen
dus een partitie van G) waarvan we de inhoud AV; kunnen bepalen (bijvoorbeeld blokjes),
en te zeggen dat

Vol(G) = ZAV

Deze benadering zal beter worden als we een partltle nemen met een kleinere maaswijdte.
Merk op dat het hier om Riemannsommen gaat bij de genomen partitie, het gebied G en
de functie f die constant gelijk is aan 1. We concluderen

Opp(G) = / / /G dv.

Omdat volume slechts een intuitief begrip is, wordt bovenstaande uitdrukking als definitie
van volume (van een lichaam G in de vlak) genomen.

Voorbeeld 7.2.3: Een ellipsoide wordt gegeven door

G= {(.’L‘,y,z)l——+ b2 +—' }

Van deze ellipsoide wordt het volume gedefinieerd door

Il

Nu geldt
G={(z,y,2)| —c<z<¢ (z,y) €G,}
waarbij
52
Gz={(:z:,y,z)| +§’ - a2l

We hebben G als het ware in plakjes G, gesneden, evenwijdig aan het z-y-vlak. Merk op
dat elke G, een ellips is. Met Fubini volgt

Vol (G) = f_ (//G d(:v,y)) dz = _cc0pp(Gz) dz

Volgens voorbeeld 7.1.9 is de oppervlakte van G, gelijk aan mab(1 — Z—:) en dus

c 2
Vol (G) = / mab(l — %) dz = imabe.

-C
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7.2.4 Transformaties

Net zoals bij tweevoudige integralen kan het ook bij drievoudige integralen voorkomen
dat gebied en/of integrand “vragen” om een beschrijving in andere codrdinaten. Hiervoor
hebben we dan weer een codrdinatentransformatie van (z,y, z)-codrdinaten naar (u,v,w)-
coordinaten nodig. Dit is weer een op het gebied G inverteerbare vectorfunctie t van R3
naar R3, dus
z(u,v,w)
t(u,v,w) = | y(u,v,w)
z(u,v,w)

Bij drievoudige integralen spelen twee codrdinatentransformaties een hoofdrol. De eerste
is de overgang op zogenaamde cilindercodrdinaten (r,¢,z). Hierbij beschrijven we de z
en y coordinaten van een punt P in de ruimte met poolcodrdinaten (r,y) (waarbij r > 0
4n ¢ € [0,27]). De z-codrdinaat veranderen we niet (zie figuur 7.15). De bijbehorende

|
|
Oorsprong O .. | .-~ 1‘
i

/ . ) 'I:m;glez

|

i

x-as rd N\, ;
|

i

/ ™~
AN

> projectie van P op xy-viak

FIGUUR 7.15: Cilindercoordinaten

coordinatentransformatie wordt dan

T = rcosep
y = rsing
z = z
of
z(r, o, z) T COS
t(r,p,2) = | y(ryp,2) | = | rsingp
z(r, ¢, 2) z

De naam cilindercoérdinaten volgt uit het feit dat de punten (r,¢,2) met vaste r een
cilinder beschrijven met de z-as als as en straal r.
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De tweede belangrijke coordinatentransformatie is de overgang op zogenaamde bolcoérdi-
naten (p,,0), waarbij een punt P wordt vastgelegd door de getallen p, ¢ en 6 die als
volgt zijn gedefinieerd:

1. p is de afstand van P tot de oorsprong (dus p > 0);

2. ¢ is de hoek tussen de loodrechte projectie van het lijnstuk OP op het (z,y)-vlak
en de positieve z-as, waarbij ¢ € [0, 27];

3. 0 is de hoek tussen OP en de positieve z-as, waarbij 6 € [0, 7]

(zie figuur 7.16). Ga na dat dan geldt

tho . PuntP

Oorsprong O AT

" projectie van P op xy-viak

FIGUUR 7.16: Bolcoordinaten

z = psinfcosep
y = psinfsing
z = pcosb
of
z(p, ¢, 0) psin 0 cos ¢
t(T‘, P, 0) = y(p,<p,9) = pSinOSin ®
2(p,0,6) peos

De naam bolcodrdinaten volgt uit het feit dat de punten (p, ¢, ) met vaste p een bol
beschrijven met middelpunt de oorsprong en straal p.

Voorbeeld 7.2.4: Laat G het binnengebied van de bol met vergelijking z2+y2+(z—1)? =
1 zijn. We beschrijven G in bolcodrdinaten. Hiertoe kiezen we eerst 6 en . Uit een schets
is direct duidelijk dat ¢ alle waarden van 0 tot en met 27 kan aannemen en dat @ alle
waarden van 0 tot 37 kan aannemen. Nu moet we nog een voorwaarde voor p vinden. We
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vullen daartoe de transformatieformule in in de formule voor de bol:

2+ +(z—1)> = p*sin®fcos® o+ p?sin®Gsin® p + (pcos®§ — 1)*
= p’sin?0+ p®cos® — 2pcosf + 1
= p?®—2pcosf+1.

Omdat voor G geldt dat 2% + y? + (2 — 1)? < 1 volgt dat
p?—2pcosf+1<1
en dus dat p < 2cosf. De beschrijving van G in poolcodrdinaten wordt dus
G={(p,p,0)|0<p<2m; 0< 0 < 3m 0< p< 2cosb}

Op dezelfde manier als bij tweevoudige integralen, kan ook bij drievoudige integralen de
volgende stelling bewezen worden, die het verband geeft tussen integralen over gebieden
beschreven in gewone codrdinaten en in andere codrdinaten.

STELLING 7.2.2 Laat G een normaal gebied in de ruimte zijn en laat

z(u, v, w)
t(u,v,w) = | y(u,v,w)
z(u, v, w)

een coordinatentransformatie zijn, waarbij we van (z,y, z)-coérdinaten overgaan op (u, v, w)-
coordinaten. Dan geldt:

///G;f(z,y,z)d(m,y,z):///Hf(a:(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,'w))‘% d(u,v,w)

waarbij , ) ,
_E(u,v,'w) -—ai(u,,v,w) —E'(u,v,w)

9(z,y,2) Y y v
a(u,’l),w) = det @(U,U,W) @(u,v, ’w) -%—g)(u’v,w)

b—a(u,v,w) Ej-(u,v,w) —6—w—(u,v,w)
en H het met G corresponderende gebied is, beschreven in (u,v,w)-codrdinaten.

) . .
We noemen 3(:"%% weer de Jacobiaan van de transformatie.

Voorbeeld 7.2.5: Voor cilinderco6rdinaten geldt

T = rcose
y = rsing
2 = z
zodat
8(z,y, ) cosf —rsinf O
=det| sinf@ rcosf 0 |=r.

a(r7 SO’ Z) 0 0 1
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Voorbeeld 7.2.6: Voor bolcodrdinaten geldt
z = psinfcosgp
y = psinfsing
z = pcosf
zodat ] . .
d(z, v, ) S{nec_oscp pcoch?sgo —p.sm65mcp
-a———0——=det sinfsingp pcosfsing psinfcosyp
(p,0, ) cos @ —psin 0 0
Ga na dat deze determinant gelijk is aan p?sin 6. —

We eindigen deze paragraaf met twee voorbeelden van berekeningen van integralen met
een coordinatentransformatie.

Voorbeeld 7.2.7: We bepalen m.b.v. bolcodrdinaten het volume van een bol met straal
R. In gewone codrdinaten wordt deze bol gegeven door

G={(z,y,2) | 2*+y* +* < R*}.
Ga na dat dit in bolcoérdinaten
{(p,0,0)|10<p<R; 0<p<2m 0< 60 <}

wordt. Het volume van de bol is gelijk aan [ff; d(z,y,2). Nu is

/// ©HY,2) = // | sin 8] d(p, ¢, 0)
P (s )
= (/0 (/0 pzsin0d0> dcp) dp
= 27r/0R(_ "

R
= 27r/ ptdp
0
R A4r
= M3l = 2T ps
371,73

Voorbeeld 7.2.8: Zij G = {z,y,2) |0 < 2 < 1; 2% + y? — 22 < 1}. We berekenen

///sz(:c,y, z).

In figuur 7.17 hebben we G geschetst. Het is een gedeelte van een omwentelingshyper-
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FIGUUR 7.17: De omwentelingshyperbolo.i.de

boloide. De beschrijving van G in cilindercoérdinaten is

H={(rp2)]|0<p<2m0<2<10<r <VIF27)

///sz(z,y,z) = ///Hzrd(r,cp,z)
= /OZW (/ol </;mzrdr) dz) dy

Hieruit volgt

3
= -
4
OPGAVEN (bij §7.2)
d 38. Schrijf [ff; f(P)dV als herhaalde integraal als
(a) G={(z,y,2)|z+y+z<lenz>0eny>0enz>0};
(b) G ={(,4,2) | 5" +9? +2* < Len z > 0);
() G={(z,y,2) |22 +y* <lenz?422<1}.
h 39. Bereken ///(; (1+x—iy+z)3dv als G = {(z,y,2) |z+y+2< 1,z >0,y >0,z > 0}.
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. Gegeven twee cilinders die waarvan de assen elkaar L snijden.

(a) Bereken de inhoud van de door de cilinders ingesloten ruimte V' m.b.v. Fubini I.
(b) Beschrijf de doorsnede van V met vlak z = @ waarbij —1 < a < 1.
(c) Bereken de inhoud m.b.v. Fubini II.

. Gegeven een piramide waarvan de hoogte gelijk is aan h en de oppervlakte van het grond-

vlak gelijk is aan A.
Laat zien dat de inhoud gegeven wordt door FhA.

De volgende tabel geeft van punten uit de ruimte hun rechthoekige of cilindrische co-
ordinaten of bolcodrdinaten. Gevraagd wordt de codrdinaten te geven t.o.v. de andere
coordinaat-systemen.

Rechthoekig Cilindrisch Bol
(z,y,2) (ryp,2) (p,,0)
(0,0,0)

(1,0,0)
(0,1,0)
(0,0,1)
(1,0,0)
(ﬁ‘) 0, 1)
(1’ 7T/27 1)

(\/5’ _7"/2a 77/3)
(2v/2,37/2,7/2)
(v2,37/2,7)

Beschrijf of teken de verzamelingen die hetzij in rechthoekige codrdinaten, hetzij in cilin-
drische co—"ordinaten, hetzij in bolcoordinaten gegeven worden door de vergelijkingen.

(a) z=0

(b) 224+ y?=5
(€©) z=va?+y?
(d) psin¢sing =0
(e) z=4—4r?
(f) p=2

(g) 22—r’=1

(a) Geef een vergelijking in cilindercodrdinaten corresponderende met vergelijking z? +

y? = a?.

(b) Hetzelfde als in a) maar nu in bolcodrdinaten.

Beschrijf
(a) G={(z,y,2)|1<22+y?2<9en0< 2z<+25-2%—y?} in cilindercodrdinaten.
(b) G ={(z,y,2) |z >3 en 2® + y* + 22 < 4} in bolcodrdinaten.
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h 46. Laat G = {(z,y,2) | 22 +y? + 22 < 1,2 > 0}.

Bereken /// (% + y?)dV
G

(a) m.b.v. cilinder codrdinaten
(b) m.b.v. bolcoérdinaten.

h 47. Bepaal /// f(P)dV als f(r,0,2z) = r en G het gebied dat ingesloten wordt door r?422 =
G

h 48. Bepaal /// F(P)dV als f(p,,0) = p en G het gebied dat ingesloten wordt door 0 < p <
G
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Hoofdstuk 8

Uiterste waarden van functies van
twee variabelen

8.1 Inleiding

Bij een aantal problemen is het van belang om uiterste waarden te bepalen van een functie
van meerdere variabelen op een zeker gebied. We geven een tweetal voorbeelden:

Voorbeeld 8.1.1: De temperatuursverdeling in de ruimte wordt gegeven door de functie
van drie variabelen T'(z,y, 2) = zyz. Gevraagd wordt de maximum- en minimumtemper-
atuur op de bol z2 + y% 4 22 = 1. S

Voorbeeld 8.1.2: Gegeven de hyperbolische cilinder z? — 22 — 1 = 0. Bepaal de punten
op de cilinder waarvan de afstand tot de oorsprong minimaal is. — wm

Om deze voorbeelden te kunnen oplossen is het nodig om een aantal begrippen in te voeren.
Dit zijn: het raakvlak aan de grafiek van een functie van twee variabelen, richtingsafgelei-
den en de gradiént van een functie. Deze worden in de volgende paragraaf behandeld. In de
derde paragraaf wordt een aantal methoden gegeven om uiterste waarden van functies van
twee variabelen te bepalen. Om deze te kunnen toepassen moeten de functies voldoende
“glad” zijn, dit is, afhankelijk van de methode, n-maal continu differentieerbaar. Nu zijn
continuiteit en differentieerbaarheid van functies van twee variabelen lastige begrippen.
We zullen hieraan dan ook geen aandacht besteden. Voor enig houvast definiéren we een
zeer beperkte klasse G van zogenaamde gladde functies op R? waarop het hierna volgende
zeker toepasbaar is.

Definitie: FEen functie A : D, — R met D, een open deelverzameling van R? is een
element van G als het voorschrift van h een lineaire combinatie is van functies fog : D, - R
waarbij g een polynoomfunctie of rationale functie is op Dy en f een tweemaal continu-
differentieerbare functie is op g(Ds) C R (het beeld van Dj, onder g).

Toelichting: Onder een polynoomfunctie van twee variabelen verstaan we een functie

gedefinieerd door een uitdrukking waarin alleen vermenigvuldigd, opgeteld en/of afge-
trokken wordt. Zo komen uitdrukkingen als zy2, z3 + y®> + 2z — 7, z en zy overeen

303
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met polynoomfuncties, en uitdrukkingen als coszy, ,/Zy, en ;—z niet. Onder een rationale

functie verstaan we een functie waarvan het voorschrift gegeven wordt door een quotiént
van twee polynomen. Zo komen uitdrukkingen als —;;y—ﬁ%ﬁ en 2L overeen met rationale

s+
: : s cosz+sin ¢ z .
functies en uitdrukkingen als S*2ZLRE en 1 5 niet.

Voorbeeld 8.1.3: Ga na dat de volgende functies elementen zijn van de klasse G.

e 2+ y? op R2

5;4:"%2 op R? met uitzondering van de lijn y = z.

sin(z? 4+ y?) op R%

2sin(z? + y?) + %{—gﬁ op R? met uitzondering van de punten op de lijn y = z.

VZ2 + y? op R? m.u.v. het punt (0.0).

8.2 Raakvlak, gradiént en richtingsafgeleide

8.2.1 Raakvlak

Gegeven is de functie van twee variabelen f(z,y). Laat (zo,y0) een punt zijn van het
domein van f. We willen de vergelijking bepalen van het raakvlak aan de grafiek in
punt (Zo, Yo, f(Zo,Y0)). Dit probleem is in voorbeeld 6.5.4 al aan de orde geweest. De
parametervoorstelling van het genoemde raakvlak, zeg o, wordt gegeven door:

T To 1 0
a: |y | = Yo + M 0 + A2 1 ;A A2 €R.
z f(anyO) fz(anyO) fy(-%ayo)

Met behulp van deze parametervoorstelling kunnen we de vergelijking van het raakvlak
opstellen. De vergelijking van dit vlak is van de vorm az + by + cz = d waarbij a, ben c
gegeven kunnen worden door het uitwendig product

a 1 0
b | = 0 X 1
c fz(mo;yo) fy(a’O,yO)

en d bepaald wordt door het gegeven dat (zo, yo, f(2o0,Y0)) een punt van het vlak is. We
komen na enig rekenwerk tot het volgende resultaat:

z = f(wo, ?Jo) + f,(xo,yo)(z - xo) + fy($o, yo)(y - yo) (8-1)

Het linkerlid van vergelijking (8.1) wordt ook wel de linearisering van f om het punt
(zo,Yo) genoemd. Deze linearisering wordt vaak gebruikt bij fouten analyses. Zie hierover
de onderstaande voorbeelden.
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Voorbeeld 8.2.1: Gegeven zijn de functies f(z,y) = 2% + y? — 2 (een paraboloide) en
g(z,y) = 4 —z (een vlak). Laat k de snijkromme zijn van de grafieken van f en g waarvan
P = (0, V/6,4) een punt is. Bepaal een parametervoorstelling van de raaklijn / door P aan
de kromme k.

Voor een parametervoorstelling zijn nodig een steunvector en een richtingsvector. Als
steunvector kiezen we de vector (0,\/5, 4). De richtingsvector van [ staat loodrecht op
beide normalen van de raakvlakken aan de grafieken van f en g in punt P. Derhalve
wordt een richtingsvector van [ gegeven door:

—f=(P) —~9.(P) 0 1 -2/6
—f(P) | x| —g,(P) | =] -2v6 | x| 0| = 1
1 1 1 1 216

Een parametervoorstelling van [ wordt nu gegeven door:

0 -2v6
I:|lyl=|v6|+A

1 ;AER
z 4 2\/6

pa— ]

Zoals in de theorie reeds is opgemerkt speelt de linearisering een rol bij de foutenanalyse.
Hiervan geven we een voorbeeld.

Voorbeeld 8.2.2: Stel dat we de weerstand willen bepalen van een zeker apparaat.
Daartoe meten we de stroomsterkte I door het apparaat en de spanning V over het
apparaat. De meetwaarde van [ is [, met meetfout Al, en die van V is V; met meetfout
AV,. De weerstand R bepalen we met de wet van Ohm welke gegeven wordt door de
formule R = % De weerstandswaarde R is dus %,1

Probleem: Wat is nu de onzekerheid in R, ten gevolge van de onzekerheden in de
stroomsterkte en de spanning? Met behulp van de linearisering van de functie f(I,V) = -‘Ii
komen we tot een schatting van deze onzekerheid. Er geldt dat

Vo W 1
- pU-T)+ T (V-Ve)

FULV) = f(Io, Vo) + fr(Io, Vo) (I = Io) + fv (To, Vo) (V = Vo) = 7

mits (I, V) in de buurt ligt van (Io, V). Dus

1% 1
flo+ ALy, Vo + AVy) = f(1o, Vo) — I—gAIo + I—AVO
0 0

zodat we de onzekerheid ARy = f(Io + Aly, Vo + AVp) — f(Io, Vo) schatten op —}%ﬂAIO +
—};AVO. Vaak is men ook onzeker over het teken van AV, en Aly. Dan is het handig om
|ARy| te schatten en het resultaat te noteren als R = Ro+|AR,| waarbij we |AR,| schatten
op |:I‘—£QHAI0| + 7-|AVy|. Als de meetresultaten gegeven worden door I = 3£0.01 Ampere

en V, = 12 + 0.1 Volt dan is weerstand van het apparaat 4 Ohm waarbij de onzekerheid
geschat wordt op 20.01 + 30.1 ~ 0.05 Ohm. Dus R = 4.00 £ 0.05 Ohm. R
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8.2.2 Gradiént en richtingsafgeleide

In paragraaf 6.5 hebben we meetkundige interpretaties gegeven voor de partiéle afgeleiden
%ﬁ(wo,yo) en %ﬁ(a:o,yo). Zo is %ﬁ(zo,yo) gelijk aan tan ¢ waarbij ¢ de hoek is tussen de
raaklijn aan de snijkromme van het vlak y = yo met de grafiek welke gedefinieerd wordt
door de vergelijking z = f(z,y) in het punt (o, %o, (%o, %0)) en (1,0,0) waarbij we (1,0,0)
laten aangrijpen in punt (2o,Yo, f(%o,¥)). Zie hiervoor figuur 8.1. Lp.v. de opstaande

punt (x0.y0,1(x0.y0)) e imeiee— P richling (1,0.0)

raakiijn

snijkromme

FIGUUR 8.1: Hoek ¢

vlakken, dat zijn vlakken loodrecht op het XY-vlak, evenwijdig aan de z-as of y-as te
kiezen kiezen we ze in een willekeurige richting. Deze vlakken vormen een zogenaamde
vlakkenwaaier waarvan de as loodrecht staat op het XY-vlak door het punt (Zo,%o,0).
Elk van deze vlakken definieert een snijkromme k met de grafiek van f, die door het
punt (zo, Yo, f(Zo,Yo)) gaat. Laat o nu zo’n opstaand vlak zijn (zie figuur 8.2) in de
richting (vy, v2,0) en ! de bijbehorende raaklijn door het punt Q = (20, Yo, f(z0,Y0)) aan
k. Gevraagd: tan o, waarbij ¢ de hoek is tussen [ en (vy,v3,0) waarbij (vi, vs, 0) aangrijpt
in ( gemeten zoals in figuur 8.3 is aangegeven. Omdat [ in het raakvlak ligt van de grafiek
van f in punt Q geldt dat een richtingsvector r van ! loodrecht staat op

—fz (ﬂio,yo)
—fy(zo, o)
1

(zie vergelijking (8.1)). Omdat ! ook in vlak a ligt, geldt dat r ook loodrecht staat op

U ’

0
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FIGUUR 8.2: Doorsnijding van vlak a met grafiek van f

zodat r gegeven wordt door

) —fz(wo,yo) U1
U X “fy(fvo,yo) = Uy
0 1 V1 fz (mo,yo) + szy(xo,yt))

Omdat (v, vs,0) de loodrechte projectie op het (z,y)-vlak is van r geldt dat

tanp = vlf,(xo, yo) + 'U2fy(m07 yo)

als v? + v = 1 (zie figuur 8.4). Het rechterlid van de laatste vergelijking speelt in het
vervolg een belangrijke rol en wordt de richtingsafgeleide van f in (zo0,Y0) in de richt-
ing van v = (v;,v;) genoemd. In de volgende definitie voeren we een notatie voor de
richtingsafgeleide in en tevens het begrip gradient.

Definitie: De gradiént van f in (zo,y0) (notatie 57 f(zo, o)) is de vector

v £(20,%0) = [ Jolao 1) ] )

De richtingsafgeleide van f in (zo,yo) in de richting van v = (vq,v;) (notatie gé(a:o, Y0))
is het getal

g_{;(%, Yo) = V f(Zo, Yo) * v (8.2)

waarbij v = (v1, v3) met v+ v = 1.

Opmerkingen:

1. Als v=(1,0) geldt dat 3L(zo,y0) gelijk is aan 81 (z,y0) en als v=(0,1) geldt dat
9L (z9,y0) gelijk is aan %i(zo,yo).

2. De gradiént 57 f(zo,y0) en v=(v1,v;) zijn twee vectoren uit R?. Vaak worden ze in
figuren aangegeven in het domein van f. Zie hiervoor figuur 8.5.
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punl @ = (x0.y0(x0.y0)) o=l ichiing (v1.92.0)

raaklijnt

snijkromme k

FIGUUR 8.3: Hoek ¢

Voorbeeld 8.2.3: Gegeven is de functie f(z,y) = /zZ + y2. Dan is de gradiént < f(z,y)

.o T y _ _1- .l_ . QL _ T y
gelijk aan (\/””Q'f’ \/z’+y=)' Als v—(g‘f, ﬁ) dan is 3L (z,y) = \/Z(z":-;_/’) + e Als
= 1 — Z = = i 8 = =
v=(1,0) dan is 3= (z,y) Jerre: o0 (z,y) en als v=(0,1) dan is 3L (z,y) ——l—z2+y2
%5((1),3/). — ]

Gegeven is de niveaukromme k gedefinieerd door f(z,y) = ¢ waarbij f een functie is uit G
en c een element van R. Laat (o, o) een punt op de kromme zijn waarvoor v/ f(zo, Yo) # 0.
Zie hiervoor figuur 8.6 Laat v een eenheidsvector zijn die aangrijpt in (zo,%) en laat
a € [0, 7] de hoek zijn tussen v en ¥/ f(zo,%0). Omdat

0
5{;(%, Yo) = Vf (o, %0) * v =V f(z0, Yo)|||[v]l cos @ = || f (0, Yo)]| cos
geldt dat

of ,r
° é;(xo,yo) >0alsa€(0,%),

o ——(zg,y) <0alsa€ (f,m]en

ov
3}
° %(zo,yo) =0alsa=7.

Omdat k een niveaukromme is van f is het aannemelijk dat als v raakt aan k dat g%(xo, Yo)
gelijk is aan 0. Derhalve staat <7 f(zo,yo) loodrecht op de raaklijn I aan de kromme
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raakvector 1

richting {v1,v2,0)

FIGUUR 8.4: tangp

k in punt (zo,¥). Zie hiervoor figuur 8.7. Uit deze figuur is ook op te maken dat
er een omgeving O (bijvoorbeeld een cirkelschijf) van het punt (zo,y0) is welke door k
opgedeeld wordt in twee gebieden O; en O, met de eigenschap dat gé(mo, Yo) < cop O,
en 2L(zo,y0) > c op O,. Zie hiervoor figuur 8.8.

8.3 Extremen van functies van twee variabelen

In deze paragraaf bespreken we een aantal methoden om uiterste waarden te bepalen van
functies van twee variabelen. Alvorens deze te bespreken definiéren we wat we onder een
extreem verstaan. Laat D; het domein zijn van een functie f(z,y). f(a,b) heet een lokaal
mazimum van f als er een omgeving O van (a,b) in D; is waarvoor geldt: Als (z,y) € O
dan is f(z,y) < f(a,b). Zo ook is f(a,d) een lokaal minimum van f als er een omgeving
O van (a,b) in Dy is waarvoor geldt: Als (z,y) € O danis f(z,y) > f(a,d). Als f(a,b) >
f(z,y) voor alle (z,y) uit D; dan noemen f(a,b) een globaal marimum en als f(a,b) <
f(z,y) voor alle (z,y) uit D; dan noemen we f(a,b) een globaal minimum. We merken
hierbij op dat een globaal extreem ook een lokaal extreem is. Vaak maakt men ook nog
onderscheid tussen zogenaamde vrije extremen en randextremen. Onder een vrij extreem
verstaan we een extreem dat op inwendige punten van D; wordt aangenomen en onder een
randeztreem verstaan we een extreem dat in een randpunt van D; wordt aangenomen. Nu
zijn randpunten en inwendige punten van D; wiskundig lastige begrippen. We volstaan
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figuur in de ruimte

Zz-as:
figuur in het platte vlak /
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grad. f

oorsprong grad. f

(x0.y0) \ A
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domein t
wvive)

(vi,v2)

FIGUUR 8.5: Schets van de gradiént in R? en R®

met enkele voorbeelden welke dienen om een intuitief idee van de genoemde begrippen
geven.

Voorbeeld 8.3.1: Laat D; de eenheidscirkelschijf z? 4+ y*> < 1 zijn. De randpunten van
Dy, in het vervolg de rand van D; genoemd, worden gegeven door 2+ y> = 1 en de
inwendige punten van Dy, in het vervolg het inwendige van D; genoemd, worden gegeven
door z2 +y? < 1. —

Voorbeeld 8.3.2: Als D; gedefinieerd wordt door z*> 4+ y*> < 1 dan heeft D; alleen
inwendige punten. —

Voorbeeld 8.3.3: Stel D; wordt gegeven door 22 + y? > 0. Dan wordt de rand gegeven
door (0, 0). . -

Voorbeeld 8.3.4: Stel dat D; overeenkomt met de eenheidscirkel dan bestaat D; uit
louter randpunten n.l. de eenheidscirkel zelf. D; bevat geen inwendige punten. — -
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grad. f
\ alpha
—

(x0,y0) niveaukromme f(x,y)=c
/ i)

FIGUUR 8.6: Positie van gradiént t.o.v. niveaulijn van f

raakiijn

De richtingsafgeleiden v. { naar v1, v2 en v3 ziin resp.< 0,>0 en0.

FIGUUR 8.7: Het teken van 2 f(zo, %o)

Vervolgens geven aantal voorbeelden m.b.t. uiterste waarden.

Voorbeeld 8.3.5: Laat f gegeven worden door z2+y? met domein R2. Dan is f(0,0) =0
een globaal vrij extreem (minimum) omdat z? + y > 0 op R?. -

Voorbeeld 8.3.6: Zie vorig voorbeeld maar nu is D; gelijk aan de eenheidscirkelschijf.
Wederom is f(0,0) een globaal vrij extreem. Het globale randmaximum is 1. Dit maximum
wordt aangenomen op de eenheidscirkel. — =

Voorbeeld 8.3.7: Gegeven f(z,y) = /22 + y2(vzZ + y?—1)(v/z2 + y?—2) en D; = R%
De grafiek van f ontstaat door de grafiek van functie g op R¢ welke gegeven wordt door
g(z) = z(z — 1)(z — 2) te wentelen om de y-as. Zie hiervoor figuur 8.9. Ga na dat een
lokaal maximum aangenomen wordt op de verzameling z2 + y2 =1 — 31% en een globaal
minimum op z?2 +y2 =1 - 5—1—3 Verder is 0 een lokaal minimum dat aangenomen wordt

in (0,0). -

8.3.1 Berekening van vrije extremen

Stel f(a,b) is een vrij extreem. Dan is het raakvlak aan de grafiek van f in het punt
(a,b, f(a,b)) evenwijdig aan het XY-vlak. Omdat (1, —f(a,bd), fy(a,b)) een normaal van
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grad. {(x0,y0)

niveaukromme f(x.y)=c

FIGUUR 8.8: Omgeving O

het raakvlak is (zie vergelijking (8.1)), geldt dat zowel f;(a,b) als f,(a,b) gelijk aan 0 zijn.
Zo komen we tot de volgende stelling:

STELLING 8.3.1 Als f een functie is uit G en f(zo,yo) is een vrij extreem dan geldt
dat (zo,Yyo) een oplossing is van het stelsel S dat gegeven wordt door:

fz(xay) =0
{ fy(zay) =0

De oplossingen van S worden de stationaire punten van f genoemd. We merken op dat
bij stationaire punten niet per se uiterste waarden liggen. Beschouw daartoe het volgende
voorbeeld:

Voorbeeld 8.3.8: Gegeven is op R? de functie g(z,y) = 2% — y®. De stationaire punten
worden gegeven door de oplossingsverzameling van

2z =0

—2y=20
Dus (0, 0) is het enige stationaire punt. Nu blijkt uit het tekenschema van g (zie figuur 8.10)
dat elke omgeving van (0,0) zowel punten bevat waarop g negatieve waarden aanneemt

als punten waarop g positieve waarden aanneemt. Omdat g(0,0) = 0 ligt er bij (0,0) geen
uiterste waarde. — -

Dit stelt ons voor het volgende probleem: “Wanneer ligt er bij een stationair punt een vrij
extreem?” We bespreken een drietal methoden die elk een oplossing kunnen bieden.

Methode 1: Deze methode maakt gebruik van niveaulijnen in combinatie met de vol-
gende stelling;:

STELLING 8.3.2 Laat f een element zijn van G en D; is een begrensd gebied inclusief
zijn randpunten. Dan neemt f op D; een globaal mazimum en een globaal minimum aan.

Voorbeeld 8.3.9: Gegeven is een functie f uit G op R%. In figuur 8.11 is een gesloten
niveaulijn van f getekend welke gedefinieerd wordt door f(z,y) = ¢ waarbij c € R. Verder
is gegeven dat P het enige stationaire punt is binnen de niveaukromme en dat f(z,y) <c
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grafiek van f(x,y)

grafiek van g(x)

FIGUUR 8.9: Grafiek van g(z) = z(z — 1)(z — 2)

als (z,y) een punt is binnen de niveaukromme. Als G nu het omsloten gebied inclusief de
kromme is dan geldt volgens stelling 8.3.2 dat f een globaal maximum en globaal minimum
aanneemt op G. Omdat de functiewaarden op het binnengebied kleiner zijn dan ¢ wordt
het globale minimum hierop aangenomen. Volgens stelling 8.3.1 moet dit P zijn. (P is
namelijk het enige stationaire punt.) Dus f(P) is een globaal minimum op gebied G en
dus een lokaal minimum op R2. S

Voorbeeld 8.3.10: Gegeven is de functie f(z,y) = (y — z%)(y — 1). Bepaal de extremen
van f op R2. De stationaire punten worden gegeven door de oplossingen van

—2z(y—1)=0
2y—1-2%2=0

Na wat wat rekenwerk volgt dat ze gegeven worden door (0,3), (—1,1) en (1,1). De
niveaukromme f(z,y) = 0 wordt gegeven door figuur 8.12. Uit deze figuur kunnen we
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FIGUUR 8.10: Tekenschema van g

e Hay)>e

FIGUUR 8.11: Gesloten niveaulijn f(z,y) =c¢

opmaken dat bij (—1,1) en ((1, 1) geen extremen liggen en dat bij (0, ;) een lokaal minimum
ligt. Geef zelf een motivering. -

De P.C. kan bij het bepalen van uiterste waarden een nuttige functie vervullen. Het
volgende voorbeeld laat zien hoe dat in z'n werk kan gaan.

Voorbeeld 8.3.11: Beschouw de functie f(z,y) = 27z%y+14y®—69y—54z. De stationaire
punten worden bepaald door het stelsel

S 54zy — 54 =0
"] 2722+ 42y -69=0

Dit stelsel lossen we numeriek op. Daartoe bepalen we de snijpunten van de krommen
die gedefinieerd worden door de twee vergelijkingen uit S. Een schets van de krommen
(machinaal bepaald) wordt gegeven in de figuur 8.13: De eerste vergelijking uit .S komt
overeen met een hyperbool, en de tweede vergelijking komt overeen met met een ellips.
Uit de figuur blijkt dat we vier stationaire punten hebben. Door de vergelijkingen op
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FIGUUR 8.12: Tekenoverzicht van functie f

te numeriek te lossen (welke methode hier gebruikt wordt vermelden we niet) komen we
tot (1,1), (=1,-1), (1.247219129,0.8017837257) en (—1.247219129, —0.8017837257) als
stationaire punten. Vervolgens bepalen we bij welk van deze punten een uiterste waarden
ligt. We onderzoeken (1,1). Er geldt f(1,1) = —82. We schetsen m.b.v. een PC de
niveaukromme f(z,y) = —81,8. Deze blijkt punt (1,1) als enige stationaire punt te
omsluiten. Met 8.3.2 kunnen we concluderen dat bij (1,1) een lokaal minimum van -82
ligt. Op grond van symmetrie (vervang (z,y) door (—z,—y)) kunnen we besluiten dat dat
f(=1,—1) = 82 een lokaal maximum is. Vervolgens onderzoeken we we het stationaire punt
Q = (1.247219129,0.8017837257). Nu is f(Q) = —81.78194003. Als we de niveaukromme
f(z,y) = f(Q) laten schetsen krijgen we de figuur 8.14: Een voorzichtige conclusie is dat
f(Q) geen extreem is (we komen hierop later terug). Stationaire punten waarbij geen
extreem ligt worden zadelpunten genoemd. Op grond van symmetrie geldt dan ook dat
(—1.247219129, —0.8017837257) een zadelpunt is. -

Methode 2: Deze methode verschilt weinig van de voorgaande. IL.p.v. niveaulijnen
maken we gebruik van een gradiéntveld. In de punten van het XY-vlak wordt de richting
aangegeven van de gradiént. M.b.v. formule 8.2 kunnen we dan opmaken in welke richting
de functiewaarde toeneemt. Beschouw het volgende voorbeeld:

Voorbeeld 8.3.12: In figuur 8.15 is het gradiéntveld getekend van de functie f(z,y) =
22 + y2. Het “pijltje” geeft de richting aan van Vv f(z,y) = (2z,2y) in het punt (z,y).
M.b.v. dit veld en formule 8.2 kunnen we besluiten dat f een lokaal minimum aanneemt
in (0,0). ——

Voorbeeld 8.3.13: In figuur 8.16 is het gradiéntveld getekend van de functie g(z,y) =
22 — y2. Aan dit veld kunnen we zien dat de functiewaarde van g toeneemt als we vanuit
O over de z-as weglopen. Daarentegen neemt de functiewaarde af als we vanuit O over
de y-as weglopen. Conclusie: Bij het stationaire punt (0,0) ligt geen extreem; het is een
zadelpunt. -

Voorbeeld 8.3.14: Gegeven is de functie (z° — 2y)e2"’2‘x‘2' op-5<zT<5-5<y<b5.
Duidelijk zal zijn dat het handmatig bepalen van de extremen een “crime” is. M.b.v. de
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Plaatje van de krommen in de 4 kwadranten

I aantal snijp. onduidelijk

FIGUUR 8.13: Een schets van de krommen uit stelsel S

computer schetsen we het gradiéntenveld. Zie hiervoor figuur 8.17. Daaruit is op te maken
dat bij P =~ (1,2) een lokaal minimum en bij @ = (1,—1) een lokaal maximum ligt. We

fo(z,9) =0
fy(xay) =0

e f(0.72072,1.55002) = —3.55866 is een lokaal minimum.

lossen het stelsel machinaal op en komen tot het volgende resultaat:

e f(1.34743,—1.03138) = 7.16179 is een lokaal maximum.

Methode 3: Deze methode maakt gebruik van de zogenaamde tweede afgeleide test. Deze
test is een generalisatie van de volgende stelling welke op de middelbare school behandeld
is.
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f(x,y)=f(Q)
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FIGUUR 8.14: Een schets van de niveaukromme f(z,y) = f(Q)

STELLING 8.3.3 Laat f een tweemaal continu differentieerbare functie zijn op een open
interval I C R. a is een punt in I met f'(a) = 0. Dan geldt:

e Als f"(a) > 0 dan is f(a) een lokaal minimum.

e Als f"(a) < 0 dan is f(a) een lokaal mazimum.

We geven een toepassing van deze stelling.

Voorbeeld 8.3.15: Laat f(z) =sinz danis f'(5) =0 en f”(5) = —1. Dus f(3) is een
lokaal maximum.

—_—

We merken op dat er geen uitspraak wordt gedaan voor f”(a) = 0. Het volgende voorbeeld
laat zien waarom we in dit geval geen conclusies kunnen trekken.

317
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FIGUUR 8.15: Het gradiéntveld van de functie f(z,y) = z? + y?

Voorbeeld 8.3.16: Beschouw de functies f(z) = 2% en g(z) = z*. Duidelijk is dat f(0)
geen extreem is en g(0) wel. Nu geldt f/(0) = ¢’(0) = 0 en ¢”(0) = f”(0) = 0. Om dus
een besluit te kunnen nemen op grond van de tweede afgeleide of een stationair punt een
uiterste waarde is, moet de tweede afgeleide ongelijk aan 0 zijn. — =

Nu is het resultaat van stelling 8.3.3 meetkundig duidelijk:

Als f”(a) > 0 dan is f in de buurt van a convex (hol) en als f"(a) > 0 dan is f in de
buurt van a concaaf (bol). Dus als a een stationair punt is en f is in de buurt van a convex
dan hebben een situatie zoals in figuur 8.18 is geschetst. Derhalve is f(a) een minimum.
En als f in de buurt van a concaaf is dan hebben we een plaatje als in figuur 8.19, en dus is
f(a) een maximum. Voor functies van twee variabelen generaliseren we deze meetkundige
gedachte. Stel (a,b) is een stationair punt, dat wil zeggen f;(a,b) = 0 en f,(a,b) = 0.
Beschouw in punt (a,b) een vlakkenwaaier waarvan de as loodrecht staat op het XY-vlak.
Stel elke snijkromme tussen de grafiek van f en een vlak uit de vlakkenwaaier is convex
in de “buurt” van (a,b). Op meetkundige gronden is dan duidelijk dat f(a,b) een lokaal
minimum is. Ook zal om dezelfde redenen helder zijn dat als elke snijkromme tussen een
vlak uit de waaier en de grafiek van f concaaf is in de nabijheid van (a,b) dat f(a,b) een
lokaal maximum is. Als we de stelling 8.3.3 juist toepassen op deze krommen krijgen we
het volgende resultaat:

. . 0? T
e Als (a,b) een stationair punt is en — f(a,b) > 0 voor alle eenheidsrichtingsvectoren

ov

v dan is f(a,b) een lokaal minimum.

. . 0? e
e Als (a,b) een stationair punt is en — f(a,b) < 0 voor alle eenheidsrichtingsvectoren

ov?

v dan is f(a,b) een lokaal maximum.
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FIGUUR 8.16: Het gradiéntveld bij de functie g(z,y) = z? — y?

2
We kunnen -6—2 f(z,y) uitdrukken in tweede orde partiéle afgeleiden naar z en y. We

gebruiken hierbij twee keer vergelijking (8.2).

I

0? 0 (0

E’—ff(m)y) 5{; (E;f(x,y))
= 'a"a;(fz(z’y)vl +fy($,y)v2)
= U+ e + 5 (oo + (e, 0o
= fzz(x,y)vf+2fzy($7y)vlv2+fyy($ay)v§‘

Derhalve geldt dat als v, # 0 dat

g;ﬂmm=wy34mm(%Y+ﬁﬁAm®(%)+hAm®%

De kwadratische uitdrukking in v; /v, tussen de haakjes is tekenvast (d.w.z. altijd positief
of altijd negatief) als de discriminant 4/ (a,b) — 4f;.(a,b) fyy(a,b) < 0. [Waarom?] Dit

laatste is equivalent met
fez(a,b)  foy(a,b)
det ’ v > 0.
[ fu=(a,8)  fyy(a,b)
De determinant uit de laatste ongelijkheid noteren we als H(a,b) en wordt aangeduid met
de Hessiaan. Er geldt nu:

2
. g%f(a,b) < 0 voor alle v met v, # 0 als H(a,b) > 0 en fo; <0;
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FIGUUR 8.17: Het gradiéntveld bij de functie (z* — 2y)62"’2‘y;'

2
. —agv—z-f(a,b) > 0 voor alle v # 0 als H(a,b) > 0 en f,, > 0;

2
. (,;ivif(a,b) is niet tekenvast als H(a,b) < 0 is.

Het laatste wil zeggen dat er richtingsvectoren v; en v, zijn, waarvan de tweede codrdinaat
ongelijk 0 is, en waarvoor geldt

2

a—2f(a b)<0e —a—-f(a, b) >0
avi " " ovz\® )

Dit betekent dat er een snijkromme te vinden is die concaaf is in de buurt van (a,b) en

er is een snijkromme te vinden di convex is in de buurt van (a,b). In dit geval ligt er bij
(a,b) dus een zadelpunt.

Ten slotte bespreken we het geval waarbij v, = 0. Dan is

92
—a—‘—’gf(a, b) = fro(a,b)v?.
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FIGUUR 8.18: Situatieschets waarbij f'(a) =0 en f”(a) > 0

Omdat v? + vZ =1 geldt v? > 0. Dus

62
. gv—gf(aab) >0als fz >0

92
. —é—‘—,gf(a,b) <0als f;z <0.

Dit alles leidt tot het volgende resultaat:

STELLING 8.3.4 Laat f een functie zijn uit G en (a,b) is een stationair punt. Dan
geldt:

e f(a,b) is een lokaal minimum als H(a,b) > 0 en fz- > 0.
e f(a,b) is een lokaal mazimum als H(a,b) > 0 en f.. < 0.
e (a,b) is een zadelpunt als H(a,b) < 0

We verwijzen in het vervolg naar deze stelling als de tweede afgeleide test. We merken
op dat voor de gevallen waarbij H(a,b) = 0 en/of f,, = 0 geen uitspraak wordt gedaan.
In deze gevallen zijn voorbeelden te geven waarbij f(a,b) een extreem is en voorbeelden
waarbij (a,b) een zadelpunt is.

Voorbeeld 8.3.17: We beschouwen de functie f(z,y) = z2+y? op R%. Dan'is f,(z,y) =
2z, f,(z,y) = 2y, foe(z,Y) = 2, foy(¢,y) = fy= = 0en f,, =2. Nuis ¢ f(0,0) = (0,0) en

2 0
0 2]—4>0enf:1:ac(0,0)—2.
Conclusie: f(0,0) = 0 is een lokaal minimum. -

dus is (0,0) een stationair punt. Nu is H(0,0) = det [

Voorbeeld 8.3.18: We beschouwen de functie g(z,y) = z? — y?. Dan is g.(z,y) =
2z, 9,(2,Y) = —2Y, 92z = 2, 9:y(%,Y) = gyz(2,y) = 0 en gyy(z,y) = —2. Dus (0,0) is een

zadelpunt van g omdat H(0,0) = det 3 _?2 =-4<0. ——
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FIGUUR 8.19: Situatieschets waarbij f'(a) =0 en f"(a) <0

Voorbeeld 8.3.19: Beschouw de functie uit voorbeeld 8.3.5. In dit voorbeeld hebben we
berekend dat Q = (1,247219129,0.8017837257) een stationair punt is. M.b.v. niveaulijnen
hebben we de voorzichtige conclusie getrokken dat dit punt een zadelpunt is. Het woord
“voorzichtig” kunnen we weglaten als we de tweede afgeleide test op bijbehorende functie
toepassen. Er geldt H(z,y) = 4536y% — 291622 en dus is H(Q) = —1620.000001 < 0 en
dus is @ een zadelpunt. — -

8.3.2 Berekening van randextremen

Allereerst bekijken we extremen van functies van twee variabelen uit G op een verzameling
D waarbij D overeenkomt met een kromme uit R?. (D bestaat uit alleen randpunten.)

Voorbeeld 8.3.20: Gegeven is de functie f(z,y) = 22 +y? en D is de ellips z2+4y* = 1.
Nu is D een begrensd gebied met rand, dus volgens stelling 8.3.2 neemt f op D een globaal
maximum en een globaal minimum aan. Door (1 — z?) voor y? in f(z,y) te substitueren
krijgen we de functie g(z) = z+3(1—2?) = —1z2+z+3 waarbij —1 < z < 1. De extremen
van g liggen bij z = —1 (lokaal minimum), bij ¢ = 1 (lokaal maximum) en bij z = 2 (lokaal
maximum). Omdat z = 2 buiten het gegeven domein valt, heeft f een globaal maximum
bij (1,0) en een globaal minimum bij (-=1,1). Deze worden respectievelijk gegeven door
1 en -1. Het bovenstaande resultaat verkrijgen we ook als we de ellips parametriseren als
z(t) = cost en y(t) = ;sint met t € [0,27]. Na substitutie in f verkrijgen we een functie
h welke gedefinieerd wordt door k(t) = f(cost, 2 sint) = cost + 1 sin® ¢ waarbij ¢ € [0,2r].
h heeft een maximum 1 voor ¢t = 0 en een minimum -1 voor ¢ = 7. Dus f(1,0) =1 is een
globaal maximum en f(—1,0) = —1 is een globaal minimum. -

In bovenstaand voorbeeld konden we het probleem door bijvoorbeeld te parametriseren
herleiden tot het bepalen van uiterste waarden een functie van één variabele. Dit parame-
triseren lukt niet altijd. Hiervan geven we een voorbeeld:
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Voorbeeld 8.3.21: Gegeven de functie f(z,y) = z? + 3y? waarbij D gegeven wordt door
de kromme welke bepaald wordt door de vergelijking z3 + y3 — 3zy = 0. (Deze kromme
wordt het folium van Descartes genoemd.) Een schets van de kromme wordt gegeven in
figuur 8.20. Gevraagd wordt de extremen te bepalen van f op D. Een aanpak zoals in
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FIGUUR 8.20: Het folium van Descartes
het vorige voorbeeld werkt hier niet. (Waarom niet?) S

Een methode die tot een oplossing kan leiden is de zogenaamde multiplicatorenmethode van
Lagrange. Stel f(zo,Yo) is een uiterste waarden van f op D waarbij D gedefinieerd wordt
door de vergelijking g(z,y) = 0 met g een functie uit G. Stel verder dat 7 f(zo, %) # (0,0)
en Vg(zo,Yo) # (0,0). Beschouw nu de niveaukrommen f(z,y) = f(zo,%) en g(z,y) = 0.
Als deze kromme elkaar snijden maar niet raken dan kan f(zo,yo) nooit een extreem zijn.
Beschouw daartoe figuur 8.7. Dus de twee niveaukrommen moeten elkaar raken in (o, %o).
Dit houdt dan in dat de gradiénten van f en g in (z,yo) in elkaars verlengde liggen (ze
zijn dus afhankelijk). Derhalve geldt dat

fe(Z0,90)  fy(0,190)
det [ 92(Z0, Yo) QZ(wo;yo)

Dit leidt dan tot de volgende stelling;:
STELLING 8.3.5 (de multiplicatorenmethode van Lagrange) Laat de kromme D

gegeven worden door de vergelijking g(z,y) = 0 met g € G. Gegeven is op D de functie

f €G. Stel f(zo,yo) is een extreem op D zodat <7 f(2o, yo) # (0,0) en 7g(zo,y0) # (0,0).
Dan geldt: (zo,yo) is een oplossing van het stelsel

{ Fo (@, 9)9(2,y) — f,(2,9)92(,y) = 0
g(z,y) =0
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Voorbeeld 8.3.22: Gegeven is de functie f(z,y) = z + y? op D welke gegeven wordt
door de vergelijking z? +4y? = 1. (Zie een van de vorige voorbeelden.) Gevraagd: Bepaal
de uiterste waarden van f op D. Nu is v f(z,y) = (1,2y) en vg(z,y) = (2z,8y). Omdat
de gradiénten van f en g op D ongelijk (0,0) zijn, geldt dat extremen van f liggen bij de
oplossingen van het stelsel
8y —4zy =0
z24+4y2-1=0 ~

De oplossingen van dit stelsel worden gegeven door (1,0) en (—1,0). Omdat D een be-
grensd gebied is met rand geldt volgens stelling 8.3.2 dat bij deze punten een globaal
minimum en globaal maximum ligt. —

Voorbeeld 8.3.23: Gegeven is de functie f(z,y) = z? + 3y? waarbij D de kromme is
die gegeven wordt door de formule z3 + y® — 3zy = 0. Dan is v f(z,y) = (2z,6y) en
vg(z,y) = (3z? — 3y, 3y? — 3z). Het stelsel wordt dan gegeven door

2z(3y? — 3z) — 6y(3z2 —3y) =0
234 1y3 -3zy=0 )

Dit stelsel ziet er niet al te vriendelijk uit. Als we figuur 8.20 bekijken dan zien we dat
in het eerste kwadrant in de buurt van (1,1.5) het stelsel een oplossing moet hebben. We
bepalen deze numeriek en komen tot @ = (1.37533,1.57196) als locatie voor een kandidaat-
extreem. Een nadere inspectie van het gradiéntveld wijst uit dat we te maken hebben met
een lokaal maximum welke gegeven wordt door f(Q) = 9.30472. Andere kandidaten
kunnen liggen bij punten waarbij v f(z,y) = (0,0) of vg(z,y) = (0,0). Dus punten die
een nader onderzoek nodig hebben zijn (0,0) en (1,1). Nu ligt (1, 1) niet op D en dus blijft
(0,0) over. Bestudering van figuur 8.20 resulteert in de conclusie dat f(0,0) = 0 een lokaal
minimum is. Dit laatste wordt ook bevestigd door het gegeven dat f(z,y) = 22+ 3y* > 0
voor alle (z,y). Ten slotte merken we op dat vanwege de onbegrensdheid van D we er
niet zeker van zijn of we alle extremen van f hebben gevonden. Dit vereist een grondigere
analyse welke we hier achterwege zullen laten. N

Tot besluit van deze paragraaf bestuderen we functies op een gebied D waarbij D niet
alleen randpunten maar ook inwendige punten bevat.

Voorbeeld 8.3.24: Gegeven is de functie f(z,y) = z? — y? en de gebieden D; =
{(z,y)]z > 1} en D, = {(z,y)|lz < 1}. Gevraagd: Bepaal de uiterste waarden van
van f op D; en D,. D, is een halfvlak waarvan de rand gegeven wordt door de lijn z = 1.
Allereerst bepalen we de uiterste waarden van f op deze lijn. Duidelijk is dat f(1,0) =1
een lokaal maximum is op de rand van D,;. (D.w.z. t.o.v. de randpunten van D;.)

Vraag: Ligt bij dit punt ook een uiterste waarde als we de inwendige punten van D,
erbij betrekken?

Nu is ¥ f(1,0) = (2,0). Als we de eenheidsvector v gelijk aan (1,0) kiezen geldt

dat —a—;f(l,O) = 2 > 0. D.w.z de functie f stijgt als we vanuit (1,0) in de richting van

(1,0) weglopen. We trekken de conclusie dat bij (1,0) geen extreem ligt. Verder geldt
dat 7 f(z,y) # (0,0) op D; en dus worden er geen uiterste waarden aangenomen op het
inwendige van D;.
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Nu het verhaal voor D,: Zie hiervoor gedeeltelijk de vorige beschouwing. Nu geldt
dat als we van uit (1,0) weglopen in een richting waarvan de hoek met de gradiént groter
is dan I (dus D, in) dat de bijbehorende richtingsafgeleide kleiner is dan 0. D.w.z. dat
functiewaarden kleiner worden als we D, inlopen. Derhalve trekken we de conclusie dat
f(1,0) een lokaal maximum is van f op D,. — -

Voorbeeld 8.3.25: Bepaal van f(z,y) = z? 4+ 3y? de extremen op D waarbij D gegeven
wordt door het gebied in het eerste kwadrant dat ingesloten wordt door het folium van
Descartes. (Zie hiervoor voorbeeld 8.3.16 en figuur 8.22.) Het betreft hier een begrensd
gesloten gebied met rand dus per stelling neemt f een globaal maximum en minimum aan
op D. Uit het gradiéntveld blijkt dat f geen uiterste waarden aanneemt op het inwendige
van D en dus worden ze op de rand aangenomen. Conclusie: f(0,0) = 0 is een globaal
minimum en f(1.37533,1.57196) is een globaal maximum. -

Voorbeeld 8.3.26: Gegeven is de functie f(z,y) = sin ze*~¥ met domein
D={(z,y)le <3,y <3,z+y >0}

(zie figuur 8.21). Uit deze figuur volgt dat f geen inwendige extremen aanneemt. Omdat
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D een begrensd gebied met rand is, geldt dat erop de rand minstens twee extremen door
f worden aangenomen. tevens kunnen we uit dit gradiéntveld het pijlendiagram zoals
geschetst in figuur 8.22 afleiden. De richting van de pijlen geeft aan in welke richting de
functiewaarde toeneemt. Hieruit is af te leiden dat de punten B, D en G in aanmerking
komen voor een locatie van een minimum en dat de punten A,C en F in aanmerking komen
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FIGUUR 8.22: De rand van D

voor een locatie van een maximum. In E neemt f zeker geen extreem aan. In de gegeven
kandidaat- punten tekenen we de gradiénten. Dit geeft de figuur 8.23 We concluderen dat
fin A en F een lokaal maximum aanneemt, in D en G een lokaal minimum aanneemt en
in B en C geen extreem aanneemt. Resultaat:

e f(A) =sin(—3)e~® = 0.00035. (lokaal maximum)
e f(D) =sin3 = 0.14112. (lokaal minimum)

e G,F: Hier geldt z +y = 0. M.b.v. g(z) = f(z,—z) = sin ze?** kunnen we afleiden
dat f(F) = f(2.67795,—267795) = 94.74330 een globaal maximum is en dat f(G) =
f(—0.46365,0.46365) = —0.17693 een globaal minimum is.

OPGAVEN (bij hoofdstuk 8)

h 1. Gegeven is de grootheid v die afhankelijk is van de grootheden « en 3. Stel o = a 4 Aa
en B = b+ Ab. Schat de fout in y(a,bd) t.g.v. Aa en Ab als y(a, ) gegeven wordt door

(a) a+p.
(b) a—2.
() ap.
(d) 3
h 2. Gegeven is een driehoek ABC waarbij @ = ZCAB. Zie hiervoor figuur 8.24. Stel «
is gelijk aan p + Ap, zijde b is gelijk aan ¢ + Agq en zijde c is gelijk aan r waarbij de

onnauwkeurigheid 0 is. Schat de onnauwkeurigheid in de oppervlakte S t.g.v. de gegeven
onnauwkeurigheden in « en b. (Hint: S = Jbcsin )
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FIGUUR 8.23: De gradiént in de kandidaat-randextremen

1 1 1
h 3. Gegeven de lenzenformule — = — + 3 Hierin is f de brandpuntsafstand, v de voorwerp-
v

safstand en b beeldafstand van de lens. Zie figuur 8.25. In de tekening is het beeld van
het voorwerp geconstrueerd door gebruikmaking van enkele wetten m.b.t. de gang der
lichtstralen. Dit zijn: lichtstralen evenwijdig aan de hoofdas gaan door het brandpunt F,
lichtstralen door het centrum van de lens gaan ongebroken verder en lichtstralen door het
brandpunt F;, lopen na breking evenwijdig aan de hoofdas.

(a) Leid de Lenzenformule meetkundig af.

(b) Geef een schatting van de onzekerheid in de brandpuntsafstand Af t.g.v. de onzek-
erheden in v en b welke gegeven worden door respectievelijk Av en Ab.

h 4. Schat m.b.v. de linearisering

(a) VI.023+ 1.975.
(b) sin27°tan47°. (gemeen!)

(=
o

. Bepaal de afgeleide van f(z,y) = ? — 6y® in punt P = (7,2) in de richting van (1,1) en
(—1,1). Bepaal tevens de richting in P waarin de richtingsafgeleide maximaal is.

d 6. Gegeven is de functie f(z,y) = v/22+y?. Bereken v/ f(z,y) en geef een verklaring voor
de richting van de gradiént.

t 7. Gegeven is de niveaukromme f(z,y) = ¢. Laat a=(a;, a;) een punt zijn op deze niveau-
kromme waarin de gradiént ongelijk aan (0,0) is. Bewijs dat de vergelijking van de raaklijn
aan de kromme in (a;, a,) gegeven wordt door ¥/ f(ay,a,) - (x-a) = 0.

t 8. Van de middelbare school kennen we de volgende regel: De grafieken van f en g snijden
elkaar loodrecht in P = (a, f(a)) = (a,9(a)) als f'(a)¢’(a) = —1. Bewijs dit. (Hint:
Identificeer de grafieken van f en g met niveaukrommen van functies van twee variabelen.)
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FIGUUR 8.24: Driehoek behorend bij opgave 1

t 9. We bewijzen de kettingregel voor functies van twee variabelen. Dat is:

L a0, = £0,y0)7O) + 50,V O.

Hierin is f een functie uit G en zijn z en y twee differentieerbare functies van t.

(a) Laat k een kromme zijn die gedefinieerd wordt door

z(t)
y(¢)
f(z(),y(t))

Geef meetkundige motieven voor de volgende bewering: Er zijn reéle getallen a en
te vinden z6 dat

' (t) 1 0
y'(t) =a 0 +4 1
#f(z(t),y()) f=(2(2),y(?)) fy(z(2),y()

(b) Bepaal a en 3 en bewijs vervolgens de kettingregel.

t 10. Als de functie g gedefinieerd wordt door g(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) waarbij f,z en y
functies zijn uit G zijn.

(a) Laat zien dat
ga_’lzf(z(u’ ’U), y(u’ 'U)) = f:: (:c(u, ’U), y(u7 U))zu(uv U) + fy (IL‘('LL, 'U), y(”’? v))yu (u’ ’U).
(b) Laat zien dat

%f(‘”(%”), y(u,v)) = fo(z(u,v), y(u,v))z, (v, v) + fy (z(z,v), y(u,v))y. (u,v).

d 11. Bepaal de stationaire punten van
(a) z®— 1522 — 20y + 5.
(b) 2°y*(1—-z —y).



h 12

h13

h 14
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h 16

8.3. Extremen van functies van twee variabelen 329

+ lens

voorwerp

F2

1 o] hoofd-as

FIGUUR 8.25: Constructie van het beeld

. Bepaal de uiterste waarden van f(z,y) = (22% — y)(2 — y) op R%
. Bepaal de uiterste waarden van f(z,y) = (222 — y)(2 — y) op D = {(z,y)|z* + y* < 5}.

. Gegeven is de functie f(z,y) = (y* —z — 1)(y®> + z — 1). Bepaal de uiterste waarden van
f en hun aard (d.i. maximum of minimum) op

(a) RZ |
(b) {(z,y)lz* +v> < 1}.

. Bepaal de uiterste waarden van f(z,y) =22+ y?—2z+2yop D = {(z,9)|[0 <2< 4,0 <
y < 4}.

. De functie f is op R? gegeven door f(z,y) = z — zy? — z3.
(a) Bepaal de stationaire punten van f.

(b) Bepaal de extremen van f met behulp van het gradiéntveld van figuur 8.26.
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FIGUUR 8.26: Het gradiéntveld van f

(c) Bepaal de uiterste waarden m.b.v. de tweede afgeleide test.

(d) Pas de multiplicatoren - methode van Lagrange toe om de uiterste waarden te bepalen
van f op de kromme z — y% = 0.

(e) Zie vorig onderdeel maar nu door substitutie van y* = z in f(z,y).

(f) Bepaal de extremen van f op het gebied {(z,y)|z — y*> > 0} met behulp van het
gradientveld uit figuur 8.27 en de vorige resultaten.

h 17. Een rechthoekige tank zonder deksel en hoogte 1, heeft een volume van 4m?. De afmetingen
van het grondvlak worden gegeven door z en y. Bepaal z en y z6 dat de som van de

oppervlakten van de wanden minimaal is.

h 18. Gegeven de lijnen [ en m gedefinieerd door de parametervoorstellingen

RONGR



d 19.

h 20.
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FIGUUR 8.27: Het gradientveld van f en de kromme z = y?

-

(a) Bepaal meetkundig de afstand tussen [ en m.

(b) Bepaal analytisch de afstand tussen deze lijnen. (Stel een functie op in o en 8 en
bepaal de uiterste waarden van deze functie.)

Bepaal de uiterste waarden van f(z,y) = z? + y? op de verzameling z —y+1=0
(a) door substitutie.

(b) m.b.v. de multiplicatoren - methode van Lagrange.

Een boer wil z’n geit laten grazen op een deel van een groot grasland dat moet worden
omheind door een hek. In de schuur vindt hij 2 palen en een draad van 60m lang. Bepaal
de maximale oppervlakte van het afgeperkte gebied in de volgende twee situaties:
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draad

paal paal

FIGUUR 8.28: Omheining behorend bij a

(a) De afperking wordt gegeven door figuur 8.28.
(b) De afperking wordt gegeven door figuur 8.29.

r 21. Bepaal de uiterste waarden van de volgende functies:
(2) f(2,5) = e*(3+3y — 1) + (y — 2)? + 40e-E+) voor ~2 <z < 2,-2< y< 2.
(b) f(z,y) = 50y* — z op 2% + 2y —sin(z + y) = 0.
(© flzy)=(z-1)*+y*op (z+y)*+y* —sin(2y’) = 0
r 22. Bepaal in R? de afstand van de oorsprong tot de hyperbool met de vergelijking 22+ 8zy +
Ty? = 225.

h 23. Los de problemen die gesteld zijn in de voorbeelden 8.1.1 en 8.1.2 op.
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muur

135 graden

muur

FIGUUR 8.29: Ombheining behorend bij b
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Formules

Goniometrische formules

(G.1) cos’z +sin’z =1

(G.2) sin(—z)= —sinz

(G.3) cos(—z) =cosz

(G.4) sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny

(G.5) cos(z +y) =coszcosy —sinzsiny

(G.6) sin2z =2sinzcosz

(G.7) cos2z =cos’z —sin’z =1—2sin’z = 2cos’z — 1
(G.8) sin’z = 1(1 —cos2z)

(G.9) cos?z = 1(1+ cos2z)

Standaard Taylorpolynomen met orde van de resttermen:

2 n
(T.1) e = 1+$+%+"'+%+0(a¢"+1)
1
(T.2) . = l+z+z*+-- 42" +0(z"")
2 3 n
(T.3) In(l1+2z) = z- %+%+...+(_1)n—1,fn___l_o(xnﬂ)
. z3 - p2k-1 -
(T4) sinz = z_.3_!+...+(_1) . ) + O(a?+1)
= 22 P, 2 2k+2
(T.5) cosz = 1- o+t (=1)* - T + O(z?+?)
(T 6) arctanz = - Eﬁ 404 (_1)k—1 . g1 + O($2k+1)
' 3 2% — 1

335
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Integraaltabel

1

1) [ s
1

(1.2) / S ds

(1.3) / —az\/_l_=z.2—da:
(1.4) /—\/—F-LT_-;{dm
(1.5) / ﬁdw

(1.6) / Va2 —z2dz
(1.7) / V¥ do
(1.8) / Vo~ dz
(1.9) / 1 i

sinx

(1.10) / Colsmd:v
(1.11) /,12 do

sin”

(1.12) / LI

cos?z

(1.13) /e” sin bz dx
(1.14) /e“ cosbz dz

(1.15) /sin mz sin nz dz

1 T
= —arctan—+¢
a a

T —a
n
T+a

. T
= arcsin —+ ¢
a

+c

=In(z +Vz?+a?) +c

=Inlz+Vz2-a?l+¢

(1.16) /cos mz cosnz dr =

(L.17) /sin mzcosnrdr = —

N -

s

(1.18) /O

In
sin® zdz = / cos" zdzr =
0

z a? .z
—+va? — 22 4+ — arcsin — + ¢
2 2 a
2
%Vm2+a2+%ln(z+\/:x2+a2)+c
2
—g—m—%lnlz+m|+c
In |taniz|+c=1In 1_.(:083; +c
sin z
1+sinz
In lt 1 1 — Il i
n|tan(3z + i7)|+c=In P
cosz
sin z
tanz + ¢
€ _ (asin bz — bsinb
o asin bz — bsin z)+c
—2—c;_+—_—b—2(acosb:v+bsinbx)+c
sin(m —n)z  sin(m + n)z
2(m —n) 2(m + n)
sin(m —n)z  sin(m + n)z
2m—n) | 2Am+n) |
cos(m—n)z  cos(m+ n)z
2(m — n) 2(m+n)
2:4.6--+(n-1) =
3.5 7---n 2
1-3-5---(n—1)
2.4-6---7m

Formules en tabellen

[a > 0]
[a > 0]
[a > 0]
[a > 0]
[a > 0]
[a > 0]
[a> 0]

[a> 0]

[a? + 52 # 0]
[a? + b2 # 0]
[m? # n?]
[m? # n]
[m? # n]
[n oneven en > 3]

[n even en > 2]
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Reductieformules (n € Z)

(R.1) /.’1:”(3z dz =z"e” — n/a:""lex‘da:

1 _ 1 . z 2n — 3 1 s In
®2) |Gy ® “ma wras aeon ) Eraat BEY

(R.3) /sin" zdz = ——% sin""'zcosz + n—i—l / sin" 2z dzx [n # 0]
(R.4) /cosﬂ z dz = %(:os"‘1 zsinz + —73—:;—1— / cos” *z dz [n # 0]
(R.5) /sin" zcos™ rdr = — Sinn_;z_::mﬁ ® 4+ :;; sin"?zcos™ z dz [n # —m]
(R.5) /sin" zcos™ zdz = Sinn+;w_:(:2m—l 4+ 777—1—_711 sin” z cos™ *z dzx [n # —m]

Integraalbenaderingsformules
De trapeziumregel: [ : f(z)dz = T, + Ry met

Th = 5h (f(zo) +2f(z1) + 2f (z2) + - -+ + 2f(Tn-1) + f(2a))

en
b —

a,,
12hM.

|Rr| <

Hierbij is A = %2, | f"(z)| < M op [a,b] en

To=a,Ty=a+h, z2=a+2h,...,z,_1=a+ (n—1)h, z, =a+nh=0b.

De Simpsonregel: f: f(z)dz = S, + Rs met

Sp = 5h (f(zo) +4f(t) + 2f(z1) +4f(t2) + -+ 2f(zaz1) + 4F (t2) + f(2z0),

en

b—a
Rgl <
|Bs| < 180

Hierbij is b = %2, | f*)(z)| < M op [a, ],

h*M.

To=a, sy =a+2h, zo=a+4h,..., 2,y =a+2(n—1)h, z, = a+2nh =0,

en

1 =a+h, t2=a+3h,..., tn=a+(2n—1)h.
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9°

10.
11.
12.
13.
14.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.
26.

27.

. a.

. c.12.

-3 -1
b.5%, 5 4

o =
FSTN

d.

[T S ]

cafy(1+ z)2dz of [Pz?dz. b.[lsin(z +2)dz of [;sinzdz. c.f] s-dz of [; Lds.

d.f) 2% de.

. a.oppervlakte van een cirkel met straal 1.

a. 1% b. s(t) = 3% c. 1P

. a. m b. ‘73-{-2\/5. c. 1.

I

a. 2z —2. b. 1.

0.

t1(z) = ta(z) = 20z.

1.

a. fi f(z)dz. b. 2 fjzdz=1.c [ sinrzds =2

a. 24, b. 1107.

a. 2Inz. b. lsin®z. c. cosz +zsinz. d. zarctanz — ;ln(1 +2?). e. jz%e* —

3 2 2z 8.p2¢ __ 3,2z 3 2
2z%e’ + jze 8e A S(dz + 1)3.

a. In(ln(Inz)). b. . c. FLsin*zcosz — Zcosz. d. sin2z + 1z. e. —Incosz. f.
In(tanz) — In(1 + tan’ m) g. xln x—2$11}_g:j—\2w‘411; e (acosbz 4 bsinbz).
i. —In(1+e€%) 4 z.

a. I, = =sin"—scosz 4 n=lf b I, =g"e" —nl,_;

a. arctanz. b. T-. c 1hn(l+zr:2) de 17 +In(1 + 2). e arcta,n(l-{-x) f.
3 In(z? +2z+2)——arctan(1+x) w +21n(a:—1)—11n(1+:z:) h. —arctan:z: .
i. 2111112’;;7l -2 j Injz—-1]|-}In(2?+1) - Jarctanz — 32577

a. £ arccos 2. b. — YAt ¢, 3111—2;'@4-\/9—42:2.

a. 2\/m+1+21n§f\/ci_% b. —arccosz++v/1— z2. c. 2In(v/z2+1). d. 2arctan |/Z=1.

a. §7r2+ g-7r —1.b. %az

mab.

e +1-2,

e
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28. a. Z(37—1). b. 962x.
29. b. 2072. c. 27 R7wr? = 22 Rr2.

64 32
30. a.7r5.b.7r3.

31. 2,

32. b. een vierkant. c. 3.

33. mwabh.

34. d. 1. e. 35+ 11In(2 + V5).
35. a. z. b. 3L

39. a. 2,4, 7L b. 2,548 ¢ 2,53
41. 2.
42. a. < £ x107° b. 0.69314.

3 5
43. a|RTIS§§4‘;§ anQc[Rslg-l—go—”ga—;;,nZ2

49. a. 2. b. ;. c. divergent. d. f.
-1

50. =L.

51. a. 4. b. divergent.

52. a. convergent. b. divergent. c. convergent. d. divergent. e. convergent. f.
convergent.

53. a. convergent. b. convergent. c. divergent. d. divergent.

Antwoorden Hoofdstuk 6

1. a. Rt,z = 1—1‘"%@ b. t € Rmuv. t = Z+kn,k € Z ,lege verzameling. c. (z,y) € R?
m.u.v. y = 22,7z + 5y = 0 m.u.v.(0,0).

2. a. z € R,R}. b. t € R, eenheidscirkel. c. (z,y) € R m.u.v. y = 0,R*.

4. a. z=+/16-12%2,-10< y < 10,-4 < 7 < 4,[0,4]. b. 2 =+/100 — 22 —y2,2%2 + % <
100,[0,10]. c. z= =32z + y>+10,2% + y? < 16,(0,10]. d. y = az + b,z € R,R als
a#0,balsa=0.e z=sinz,(z,y) € R2 f. z=sinzcosy,(z,y) € R

5. 12— /12 — £ 2 4 £ <1.(0,12].



6. a. lijnstuk van (0,0) naar (4,4). b. cirkel , M(-1,2),r = 2. c.

22 November, 1996

spiraal van twee

omwentelingen. d. spiraal van twee omwentelingen in het platte vlak. e. spiraal van

twee omwentelingen in het platte vlak.

-

TCosp + a acosgo- wt — sin wt
7. a. rsin o+ b ],(PE [0,27]. b. [ bsin ¢ , € [0,27]. c. [ 1 — coswt ] ,t>0,w
is constant. )
9. a ¢ teR. b t t € [0,27) c- t te[-2,2]. d ¢ te D
e | “ 7| sint | e A ’ HNORE '
(t-1)2-1 3 (2t -2)2 -1
10. b. [ i1 ,t€[-1,3]. c. (2t - 2) ,t €1[0,2].
11. a. 7(t) = R,(t) = t,t € [0,27]. b. r(t) = t,p(t) = @o,t € RE. c. @(t) = t,t €
(:2—"-’ %)’T(t) = cosst'
12. d. 8.
13. a. z = 0 of y = 0. b. parabolen.
14. b. X Z-vlak dalparabool , Y Z-vlak bergparabool.

16.

a. i. ellipsen. ii. een regelmatig ei. b. een hyperbool in vlak z = a; , een hyperbool
in vlak y = b; , een ellips in vlak z = ¢;.

- © fo=—(2-1),fy=9y" -1

18. a. f, =2,f,=3.b. fo=2,f, =
22. 2.2z +3y+62=49. b. —=18z+6y+ 2 =0. c. z=4y.
23. b. 0,0.

Antwoorden Hoofdstuk 7

7.

8.

10

13

16

. a,‘_./l%.’gb.‘(p.ﬂc.‘,——‘j}r. d. 8 —e.

3
a. 0. b. 3.c. Je* —le— 2

1

-

13

3.

2(e—1).

. a. 271"? b. ;In17.

ca. 124292 <4.b. 22+ 92 <0.

. [ [grdrde.



17.

18.

19.

2

(=}

21.

22.

23.

24.

25.

26.

28. t~

29.

32.

33.

34.

38.

39.

40.

43.

45.

46.

22 November, 1996

a. cirkel met straal 2. b. cirkelschijf met straal 2. c. segment in het eerste kwadrant
tussen de z—as en y = %x/gw d. delijn z = 2. e. delijn z +y = 1. d. de cirkel
M(0,2),r =2

a. rcosp = 7. b. rcosp —rsing = 3. c. 472 4+ 5r%sinp = 1. d. 72 — 6rcosp —
2rsinp + 6 = 0.

c. 0<r<L

<Zen0<Lr< als

s
- smcp 4

IN

[IE]

¢ <

ca. fF (fo 81n(r2)rdr) de. b. [F (f ) ln(rz)dr) dp

sin @p+cos ¢
9_=
2

3T

ol W

8=
—
o

a. = b./T.
Yz,9) = [ r(z,y) } - [ Vzr+y? ] als z > 0 of t7!(z,y) = [ r(z,y) ] =

o(z,v) arctan (£) o(z,y)

[ NeEaT

arctan () + 7 als z < 0.

2. fo ( (fo1 o yf(P)dz) )dz. b. f_{l ( _\}T% <f\'1 z?-y? f(P)dz) dy)
c. f_ (fﬁ?—iz ( %dz) dy) dz.

tn2- X

a. 3. b. vierkant. c. 22,

a. XY-vlak. b. XY-vlak. c. cilinder met straal /5 en de z-as als symmetrie-as.
d. kegel. e. XZ-vlak. f. paraboloide. g. bol met straal 2 en centrum (0,0,0). h.
hyperboloide.

a.1§r§3,0§g0§27r,05zS\/25—r2. b. 2 <p<2,0<p<2m,0<9< L.

afgﬂ'b
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1. a. Aa + Ab. b. Aa — Ab. c. aAb+ bAa. d. ”—A—‘iﬂ.

2. irsinpAg+ §qr cos pAp.

b2 1)2
3. (b+u)2A”+ (H_v),Ab.
4. a. 2.95. b. 0.490.

5. "'5\/5’ —19\/§a (7%) :7%’)

— T Kl
6. Vf(:E, y) - [\/z2+y2’ \/x2+y2].
11. a. (0,0), (10,0).
12. f(0,1) = —1 een lokaal minimum.

14. a. f(0,0) = 1 een lokaal maximum. b. f(0,0) = 1 een globaal maximum. 3! is een
globaal minimum aangenomen in de punten (:I: :i:lC)

16. a. (0,+£1), (:!: O) b. lokaal minimum 32/3 aangenomen in (—7——,0), een lokaal

maximum van 2+/3 aangenomen in (14/3,0) en zadelpunten (0,+1). d. minimum 0

bij (0,0). maximum 35 bij (5, £ 75)- f. extremen in (0 0),(5: %) (5. 75) en (J5,0)

met respectievelijke Waarden 0 (lokaal minimum) , 3 (lokaal maximum) , & (lokaal
maximum) en 2+/3 (globaal maximum).

17. z =y = 2.

18. 3.

19. minimum 3 bij (3,3

20. 15 bij 30.
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